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RESUMO  
A cravação de estacas é um complicado e intensivo processo de transferência de energia, que ocorre 
sob a forma de vibrações e que poderá causar danos às estruturas adjacentes à obra. Esta dissertação 
tem como objetivo estudar as vibrações inerentes ao processo de cravação de estacas e desenvolver um 
modelo numérico com o intuito de prever estas vibrações. 
A propagação das vibrações ocorre sob a forma de ondas e depende essencialmente do nível de 
carregamento do solo e das suas propriedades; pois estes irão determinar a forma como o solo se 
comporta ao carregamento e a forma como este irá transmitir as vibrações induzidas pelo mesmo. 
O tipo de movimento vibratório depende do processo de cravação de estacas a que se recorre. São 
apresentados dois tipos de cravação de estacas, no entanto apenas é desenvolvido um modelo 
numérico para a cravação de estacas por impacto. 
Para o desenvolvimento deste modelo numérico foi considerado o problema como sendo 
axissimétrico, tendo sido baseado no Método dos Elementos Finitos. Começou-se por desenvolver um 
modelo estático que permite a previsão dos deslocamentos radiais e verticais do solo quando sujeitos a 
um carregamento estático. Posteriormente adaptou-se este modelo a uma análise dinâmica, recorrendo 
ao método dos estratos absorventes na definição das condições fronteira. Neste modelo dinâmico, 
além dos deslocamentos, é possível obter-se também as deformações do solo.    
Este modelo final permitiu desenvolver uma análise linear e uma análise linear equivalente, no 
domínio da frequência, de um solo homogéneo durante a cravação de uma estaca. Através destas 
análises foi possível estimar o nível de vibrações induzidas no solo devido ao processo cravação de 
estacas. 
 
PALAVRAS-CHAVE: Cravação de estacas, Vibrações induzidas pela ação humana, Modelação 
numérica, MATLAB. 
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ABSTRACT  
Pile driving is a complex and intense process of energy transfer, which occurs under ways of 
vibrations and it can damage the adjacent structures of the construction. This dissertation’s goal is 
studying the vibrations associated to the pile driving process and developing a numerical model in 
order to predict those vibrations. 
The vibration propagation occurs in a waveform type and it depends essentially on loading level and 
soil properties. Those will determinate the soil behavior under loading and how it will transmit the 
vibrations caused by that loading. 
The type of vibratory movement depends on the chosen pile driving process. There are three types of 
pile driving, however it is only developed a numerical model for impact pile driving. 
During this work it was developed an axisymmetric model using the Finite Elements Method. It began 
with a static model that allows to predict radial and vertical soil displacements when they are under 
static loading. Afterwards, this model was adapted to a dynamic analysis by using the Absorbing 
Layers Method on the boundary conditions definition. With this dynamic model it’s possible to know 
the displacements and soil deformations. 
This final model allowed the development of a linear analysis and an equivalent linear analysis on the 
frequency domain of a homogeneous soil during a pile driving. With these analyses, it was possible to 
estimate the level of inducted vibrations in the soil due to the pile driving process. 
 
KEYWORDS: Pile driving, Man-made vibrations, Numerical modelling, MATLAB. 
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1.1 ENQUADRAMENTO E OBJETIVOS 
Na engenharia geotécnica existem solicitações dinâmicas relevantes que se inserem em diversas 
categorias: (1) sismos; (2) vibrações induzidas por máquinas; (3) outros distúrbios causados pela ação 
humana como explosões, cravação de estacas, compactação do solo, tráfego de comboios ou camiões, 
entre outros [1]. 
Nesta dissertação apenas serão abordadas as vibrações induzidas pela cravação de estacas. Este 
processo de instalação de estacas existe há mais de 500 anos e tem vindo a sofrer grandes 
desenvolvimentos ao longo do tempo. Atualmente existem três técnicas de cravação mais usuais 
(cravação de estacas por impacto ou precursão, por vibração e cravação quase estática), com diferentes 
martelos para cada técnica, que permitem uma melhor adaptação ao terreno e ao meio envolvente. 
A cravação de estacas é um intensivo processo de produção de vibrações que, ao propagarem-se no 
solo, inevitavelmente acabarão por interagir com estruturas existentes. Esta interação induz vibrações 
na estrutura, podendo causar incómodos às pessoas que a ocupam e possíveis danos à própria estrutura 
[2]. Assim, a previsão das vibrações inerentes a este processo, a sua monitorização e controlo 
tornaram-se passos importantes na prevenção de danos das estruturas e dos incómodos causados às 
pessoas. 
No entanto, a complexidade do fenómeno e a elevada quantidade de parâmetros necessários à 
definição correta do problema, dificulta o desenvolvimento de um modelo simples e eficaz na previsão 
das vibrações. Como tal, ao longo dos últimos anos tem vindo a ser feito um grande esforço por parte 
da comunidade científica com o intuito de desenvolver um modelo que permita prever as vibrações no 
solo com um grau considerável de fiabilidade.  
Com este trabalho pretende-se criar um modelo numérico que possibilite a previsão das vibrações 
inerentes ao processo de cravação de estacas. Como tal, recorreu-se ao software MATLAB
®
 para 
efetuar a modelação numérica, tendo como base algumas rotinas já existentes. 
 
1.2 ESTRUTURA DO TRABALHO  
Este trabalho encontra-se dividido em seis capítulos, em que no primeiro se faz o enquadramento do 
tema e se definem os objetivos propostos. 
No segundo capítulo destina-se à exposição dos conceitos e processos associados à propagação de 
ondas em meios terrosos. Inicialmente são apresentados os vários modelos de comportamento do solo 
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e a sua adequabilidade ao tipo de problema em estudo e do consequente nível de deformação induzido 
no solo. De seguida, introduz-se os diferentes conceitos inerentes às vibrações e as diferentes formas 
de propagação das ondas, nomeadamente os vários tipos de movimentos vibratórios, e os tipos de 
ondas que se poderão propagar num meio elástico semi-indefinido. Posteriormente, são apresentados 
os processos que afetam a propagação das ondas: reflexão, refração, dispersão e amortecimento. 
No Capítulo 3 são descritos os processos de cravação de estacas mais utilizados atualmente: a 
cravação de estacas por impacto e a cravação de estacas por vibração. Para cada tipo de cravação é 
apresentada uma descrição dos equipamentos utilizados e a sua forma de funcionamento, e 
formulações numéricas para os sistemas de interação e uipamento de crava  o  estaca. É abordado 
também o processo de transferência de energia desde a interação e uipamento de crava  o  estaca, 
passando pela intera  o estaca  solo  at    intera  o solo  estrutura. Nesta fase final, são referidos 
alguns impactes ambientais provocados pelas vibrações da cravação de estacas e possíveis medidas de 
mitigação. 
No Capítulo 4 é apresentada toda a modelação numérica necessária à realização deste trabalho. 
Inicialmente são abordados os conceitos inerentes aos diferentes tipos de domínios de análise, com 
recurso à transformada de Fourier. De seguida, é feita uma exposição das equações de equilíbrio que 
serviram de base ao desenvolvimento das rotinas no MATLAB
®
, e é apresentado o método dos 
estratos absorventes. No final, são expostas as formulações numéricas para a análise estática e 
dinâmica, e os respetivos resultados.  
No penúltimo capítulo é realizada uma análise dos dados, considerando inicialmente o solo com 
comportamento elástico e linear e, posteriormente, considerando o seu comportamento não linear. 
Assim, numa primeira fase, é realizada uma análise linear, e numa segunda fase é realizada uma 
análise linear equivalente. Para cada uma das análises são definidas as propriedades do solo adotadas e 
a malha utilizada, e são apresentados os resultados obtidos. 
No capítulo final são expostas as conclusões finais deste trabalho, sendo apresentadas sugestões a 
serem desenvolvidas em trabalhos futuros, no âmbito do tema aqui desenvolvido.   
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A cravação de estacas é um complicado e intensivo processo de transferência de energia [3], que 
ocorre sob a forma de vibrações e que poderá causar danos às estruturas adjacentes à obra. A fim de 
prever e limitar estas vibrações e, consequentemente, os danos a si inerentes, é necessário perceber 
como e de que forma é que estas se transmitem pelo terreno. 
No entanto, primeiramente é necessário entender de que forma é que o solo, enquanto material, se 
comporta mecanicamente quando carregado de forma estática ou dinâmica. A resposta física dos 
materiais é dada por leis constitutivas, que relacionam os estados de tensão e deformação. Esta 
resposta é muitas vezes classificada de acordo com os modelos de comportamento ou modelos 
reológicos [4].  
Os modelos de comportamento do solo mais usuais são o elástico linear, o elástico não linear, o 
elastoplástico, o elástico-perfeitamente plástico, o elástico não linear-perfeitamente plástico, o rígido-
plástico e o viscoso.  
   
2.2 MODELOS DE COMPORTAMENTO DO SOLO 
No projeto geotécnico de grandes obras, nomeadamente nas obras de cravação de estacas, é necessário 
efetuar análises detalhadas do solo, realizando-se ensaios de campo e de laboratório especiais, 
envolvendo medições para pequenas deformações e ensaios para diferentes trajetórias de 
tensão/deformação [5].  
O grande avanço das técnicas de ensaio veio permitir uma melhor compreensão do comportamento 
tensão-deformação do solo e estimular o estabelecimento de leis constitutivas que melhor reproduzem 
a realidade [5].  
Atualmente considera-se que o comportamento do solo pode ser descrito adequadamente através de 
modelos com sucessivas superfícies múltiplas delimitando zonas com distintos comportamentos 
típicos [5]. 
Considere-se um elemento do solo numa situação inicial de equilíbrio cujo estado de tensão é 
representado pelo ponto indicado na Figura 1. Se este for carregado monotonicamente segundo a 
trajetória de tensões indicada, mostra-se experimentalmente, a existência de quatro zonas de 
comportamento distinto do solo [5, 6].  




Figura 1: Distinção das zonas do solo com comportamentos típicos num espaço triaxial (adaptado de Santos [5]).  
 
A Zona I corresponde à região onde solo apresenta reversibilidade das deformações, isto é, as 
deformações experimentadas sob a ação de forças ou tensões aplicadas ao solo anulam-se quando estas 
são retiradas. Diz-se então, que o solo, nesta zona, apresenta um comportamento elástico. Como existe 
proporcionalidade entre as tensões e as deformações, além de elástico, o comportamento é também 
linear (Figura 2). Nesta zona, a rigidez ao corte do solo é caracterizada pelo módulo de distorção 
máximo ou inicial, representado por      ou   . As distorções nesta zona são muito pequenas, pois 






Na Zona II a relação tensão-deformação é não linear, mas em ciclos de carga-descarga o solo 
apresenta recuperação total, sem deformações permanentes, no entanto, envolvendo histerese [5]. 
Assim diz-se que o comportamento do solo é elástico não linear (Figura 3). 
Nesta zona verifica-se uma diminuição do módulo de elasticidade com o aumento da deformação; 
verifica-se também que em condições não drenadas sob a ação de cargas cíclicas, o excesso de pressão 
Tensões 
Deformações 
Figura 2: Modelo de comportamento elástico linear. 
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neutra gerado aquando o carregamento dissipa-se quando o solo é descarregado; e que há um aumento 





A Zona III é essencialmente caracterizada pelo desenvolvimento de deformações permanentes que se 
tornam cada vez mais importantes à medida que se está mais próximo da superfície dos estados limites 
Y3 [5]. O comportamento do solo diz-se então elastoplástico. No momento da descarga, isto é, quando 
as ações exteriores são removidas, as deformações que são recuperadas designam-se deformações 





Nesta zona verifica-se uma continuação da diminuição do módulo de elasticidade e um aumento das 
deformações plásticas, tanto maior quanto maior a proximidade à superfície Y3. Note-se que a 
deformação necessária para atingir esta superfície depende do estado de tensão inicial do solo e da 
trajetória de tensões a que o solo foi sujeito. Verifica-se também um desenvolvimento de pressões 









Figura 3: Modelo de comportamento elástico não linear. 
Figura 4: Modelo de comportamento elastoplástico. 
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[5, 6]. O valor das distorções para solos com um comportamento elastoplástico varia entre 
            [7]. 
Dentro do comportamento elastoplástico, podem-se distinguir dois modelos: o modelo de 
comportamento elástico-perfeitamente plástico (Figura 5) e o modelo de comportamento elástico não 
linear-perfeitamente plástico (Figura 6). Em ambos os modelos, verifica-se que até um dado valor da 
tensão, designado por tensão de cedência, o solo apresenta um comportamento elástico, passando a 
partir daí a sofrer deformações puramente plásticas sob uma tensão constante igual à tensão de 
cedência. O que distingue estes modelos é a existência, ou não, de linearidade entre as deformações e 








Em certos casos de solos com comportamento elastoplástico, após atingida a tensão de cedência, esta 
não se mantém constante, podendo decrescer ou aumentar. Estes comportamentos são designados, 

















Figura 5: Modelo de comportamento elástico-perfeitamente plástico. 
Figura 6: Modelo de comportamento elástico não linear-perfeitamente plástico. 
Vibrações induzidas pela cravação de estacas. Análise e modelação numérica 
 
   7 
Na Zona IV, as deformações irreversíveis ou plásticas passam a ser dominantes. Diz-se então que o 
solo tem um comportamento plástico. Neste caso, as distorções são bastante elevadas, com valores 
superiores a       . Verifica-se que a resposta do solo começa a ser controlada não apenas por 
parâmetros de deformabilidade, mas também por parâmetros resistentes, como o ângulo de atrito e a 
coesão, correspondendo a situações de rotura, tais como deslizamentos, compactação ou liquefação [4, 
6, 7].  
Para solos em que, até se atingir a tensão de cedência, as deformações são nulas, o modelo de 




Salienta-se que os diagramas Tensões-Deformações apresentados ilustram, de um modo simples, as 
relações entre uma componente da tensão e uma componente da deformação. No entanto, as equações 
constitutivas matematicamente expressas são mais complexas, uma vez que, num caso geral, 
corresponderão a tensores de quarta ordem [4].   
Quando o comportamento mecânico do solo depende do tempo, diz-se que ele tem um comportamento 
viscoso. Por vezes é necessário recorrer a modelos viscoelásticos ou viscoelastoplásticos, que além de 
dependerem do tempo, dependem também das deformações, sendo que no primeiro são totalmente 
reversíveis e no segundo apenas parte delas são recuperadas [4]. 
Conclui-se então que a adequabilidade da utilização dos modelos de comportamento do solo depende 
do tipo de problema em estudo e do consequente nível de deformação induzido no solo. No caso da 
cravação de estacas, as distorções induzidas ao solo são muito pequenas, variando em função da 
distância à zona de cravação de estacas. Os modelos de comportamento mais indicados na análise das 
vibrações são os viscoelastoplásticos (           ), uma vez que permitem considerar uma 
análise mais abrangente do comportamento do solo ao longo de todo o maciço.      
Mais à frente nesta dissertação serão apresentadas zonas de um maciço terroso com modelos de 
comportamento do solo distintos em função da proximidade à zona de cravação de estacas. No 
entanto, primeiramente é necessário compreender como e de que forma é que as vibrações se 








Figura 7: Modelo de comportamento rígido-plástico. 
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2.3 VIBRAÇÕES E MOVIMENTOS VIBRATÓRIOS 
A vibração é um movimento oscilatório em torno de um estado de equilíbrio e pode ser descrito sob a 
forma de deslocamento, velocidade ou aceleração. Existem diferentes tipos de movimentos 
vibratórios, representados na Figura 8: harmónico, periódico, aleatório e transitório [8]. 
O movimento harmónico ou sinusoidal (Figura 8 – a)) é representado por uma função harmónica dada 
pelo deslocamento,  , em função do tempo,  :  
 
                 (1) 
 
em que   é a amplitude da onda,   é a frequência angular e   é o ângulo de fase. Derivando em 
ordem ao tempo a equação 1 uma vez obtém-se a velocidade,  , (equação 2) e derivando duas vezes 
obtém-se a aceleração,  , (equação 3), ambas em função do tempo. 
 
                  (2) 
 
                             (3) 
 
O movimento periódico (Figura 8 – b)) é dado por um deslocamento em função do tempo que se 
repete com um período  . No caso da cravação de estacas, quando esta é por impacto, gera vibrações 
periódicas de tipo transiente.  
Ao contrário do movimento periódico, o movimento aleatório (Figura 8 – c)) é dado por uma relação 
entre o deslocamento e o tempo, que nunca se repete.  
Por sua vez, o movimento transiente (Figura 8 – d)) é um movimento irregular de curto prazo que 
começa com uma intensidade elevada e vai diminuindo gradualmente à medida que o tempo passa [8]. 
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c)            d) 
  Figura 8: Movimentos vibratórios - a) Movimento Harmónico; b) Movimento Periódico; c) Movimento aleatório;  
d) Movimento transiente.   
 
2.4 PROPAGAÇÃO DE ONDAS 
Uma partícula, em estado de equilíbrio, quando é sujeita a uma força que lhe provoca algum tipo de 
movimento, vai transmitir a sua perturbação para a partícula adjacente. À medida que o movimento se 
propaga de partícula para partícula, gera-se uma onda que se propaga através do material [8].  
As ondas resultam da acumulação da energia potencial elástica e da energia cinética em torno da 
região perturbada, que ao propagarem-se transportam a energia para outras regiões do meio material 
[7]. 
Num meio elástico semi-indefinido poderão propagar-se pelo menos três tipos de ondas: ondas P 
(primárias ou de compressão), ondas S (secundárias ou de corte) e onda R (Rayleigh). Estes três tipos 
de ondas diferem entre si, não só na sua configuração de vibração mas também na sua velocidade de 
propagação. No entanto, caso o maciço se encontre estratificado, e se o estrato superficial apresentar 
uma velocidade de propagação das ondas S inferior à verificada nos estratos subjacentes, é admissível 
a geração de um outro tipo de ondas superficiais, designadas genericamente por ondas de L (Love) [7]. 
Na Figura 9 estão representados os deslocamentos característicos do solo para a onda de compressão, 
para a onda de corte, para a onda Rayleigh e para a onda Love. 
 
2.4.1 ONDAS VOLÚMICAS 
As ondas volúmicas são ondas tridimensionais, que se propagam radialmente a partir da fonte de 
perturbação em qualquer direção do meio. Estas dividem-se em dois tipos principais de ondas: ondas P 
e ondas S.  
No caso das ondas P, o movimento das partículas dá-se paralelamente à direção de propagação da 
onda através de uma compressão e expansão do material, à custa de uma deformação volumétrica das 










Figura 9: Deslocamentos característicos dos diferentes tipos de ondas [9]. 
 
A velocidade de propagação deste tipo de ondas é designada por    e, num meio homogéneo e 
isotrópico, é dado por [8]: 
   
     
    
 
  
        
        
  
       
              
  (4) 
 
em que   e   são constantes de elasticidade de Lamé dependentes do módulo de elasticidade,  , e do 
coeficiente de Poisson,  ;   é a massa volúmica e   é o módulo de distorção. 
Por sua vez, as ondas S provocam deformações por corte, mantendo-se o volume do material 
inalterado, não podendo viajar através dos fluidos já que estes não possuem rigidez ao corte. 
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A sua propagação é dividida em duas componentes perpendiculares entre si, uma com uma direção 
normal (onda SH) e outra paralela (onda SV) ao plano vertical coincidente com o sentido de 
propagação da onda. Qualquer onda S pode ser expressa como a soma dos vetores de componentes SH 
e SV [8].  
A velocidade da onda de corte, em meios homogéneos e isotrópicos, pode ser dada por: 
 





        
  (5) 
 
No caso de ocorrer uma perturbação do estado de tensão de um meio saturado, segundo o princípio da 
tensão efetiva, a carga incremental é repartida pelas duas fases constituintes através do incremento das 
tensões efetivas e da geração de excessos de pressão intersticial. A propagação das ondas, neste tipo de 
meios, implica uma interação entre as partículas sólidas e o fluido intersticial, gerando-se excessos de 
pressão neutra e incrementos de tensão efetiva [7].  
Pela teoria de Biot, verifica-se que, num meio poroso, saturado, homogéneo e isotrópico, propagam-se 
duas ondas P com velocidades e características de atenuação distintas e apenas uma onda S. A 
existência de duas ondas P deve-se à diferença de propriedades do esqueleto sólido e do fluido 
intersticial, sendo que a porosidade influencia a velocidade e a relação entre a permeabilidade e a 
viscosidade influencia a atenuação.  
No entanto, segundo Costa [7], para a grande maioria dos problemas de Engenharia Civil, inclusive 
para o nível de deformações induzidas pela cravação de estacas, a resposta de um solo saturado ocorre 
essencialmente sob a forma de um meio monofásico constituído pela mistura da fase sólida e fluida, 
apresentando uma compressibilidade menor face ao esqueleto sólido devido à presença de fluido 
intersticial. 
 
2.4.2 ONDAS DE SUPERFÍCIE   
As ondas Rayleigh e Love são designadas por ondas de superfície, já que resultam da interação entre 
as ondas volúmicas com a superfície livre. Estas propagam-se na proximidade da superfície livre e a 
sua amplitude diminui exponencialmente com a profundidade [7, 8].    
O tipo mais comum de ondas de superfície são as Rayleigh e resultam da interação entre as ondas P e 
as SV na superfície livre do maciço, tendo um carácter evanescente na direção normal à referida 
superfície [7, 8]. Estas, ao contrário das ondas volúmicas, induzem uma deformação volumétrica e 
distorcional do material. A sua propagação é dada por uma trajetória elíptica, envolvendo a 
movimentação das partículas tanto vertical como horizontal, sendo que a componente vertical do 
deslocamento é sempre superior à componente horizontal [7].     
A profundidade significativamente afetada pela propagação de uma onda R aumenta com o 
comprimento de onda. Assim, as ondas R com comprimentos de onda longos (baixas frequências) 
podem induzir movimentos nas partículas em profundidades maiores que ondas R com comprimentos 
de onda curtos (altas frequências) [8]. 
Na Figura 10 é representada a variação da amplitude das ondas Rayleigh normalizada em relação às 
amplitudes verificadas à superfície, em função da profundidade normalizada em relação ao 
comprimento de onda,  . 





Figura 10: Deslocamentos horizontais e verticais induzidos por ondas de Rayleigh em meios homogéneos. (linha 
a cheio – componente vertical; linha interrompida – componente horizontal) [7]. 
  
Da análise da Figura 10 pode-se concluir que: a amplitude dos deslocamentos decresce muito 
abruptamente em profundidade, sendo que para profundidades superiores a 1,5 vezes o comprimento 
de onda, as amplitudes vertical e horizontal tornam-se negligenciáveis; para profundidades superiores 
a cerca de 0,2 do comprimento de onda, a componente horizontal do deslocamento inverte o seu 
sentido. Desta forma, nas zonas superficiais, quando uma onda se propaga da esquerda para a direita, o 
seu movimento é anti-horário, o inverso se passa para profundidades superiores 0,2 do comprimento 
de onda [7]. 
A velocidade de propagação das ondas R, em meios homogéneos, pode ser relacionada com a das 
ondas S através do coeficiente de Poisson,  , sendo que as primeiras propagam-se com uma 
velocidade ligeiramente inferior [7]. 
 
    
           
   
      (6) 
 
Por fim, as ondas Love, por oposição às Rayleigh, resultam da interação das ondas SH com a 
superfície livre do maciço. Estas só são geradas quando existe a sobreposição de uma camada do 
maciço de baixa velocidade com uma camada de velocidade superior [8]. 
O movimento das partículas dado por este tipo de onda é normal ao seu plano de propagação, havendo 
apenas deformações de carácter distorcional. 
A sua amplitude de deslocamentos decresce consideravelmente em profundidade, razão pela qual as 
ondas L apenas se propagam na direção paralela à superfície do maciço.   
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Uma vez que as ondas Love necessitam de um maciço estratificado para se propagarem, a sua 
velocidade depende da frequência de excitação, sendo que a primeira diminui com o aumento da 
frequência e, consequente, com diminuição do comprimento de onda. A velocidade de propagação 
deste tipo de ondas varia entre a velocidade das ondas S do maciço inferior e a velocidade das ondas S 
da camada superficial. 
 
2.5 REFLEXÃO E REFRAÇÃO 
Regra geral, os maciços são meios heterogéneos, compostos por diferentes camadas geotécnicas com 
propriedades distintas, podendo também conter infraestruturas no seu interior (condutas, fundações e 
outras estruturas subterrâneas). Estas dificultam consideravelmente a propagação de ondas, resultando 
em múltiplas reflexões e interferências das ondas. 
Quando uma onda incide numa fronteira que separa dois meios com propriedades distintas, segundo a 
lei de Snell-Descartes, poderá sofrer reflexão e/ou refração. Esta lei relaciona os ângulos de incidência, 
    , e de refração,     , com as velocidades de propagação das ondas nos diferentes meios,    e   .   
 
 
       
  
 
       
  
    (7) 
 




Figura 11: Refração de uma onda na transição de dois meios com propriedades distintas. 
 
A reflexão é dada pelo retorno da onda incidente para o meio original quando esta ao propagar-se 
encontra um obstáculo. A onda poderá refletir totalmente a energia transportada, designando-se 
reflexão total, ou poderá apenas refletir parte dessa energia, denominando-se reflexão parcial. A parte 
remanescente resultante da reflexão parcial é transmitida para o outro meio, ocorrendo a refração da 
onda [7].   
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Analisando com mais pormenor a propagação das ondas volúmicas num meio semi-indefinido 
composto por uma interface que separa materiais com propriedades distintas, representada na Figura 
12, verifica-se que as ondas P e SV, como apresentam apenas movimento na direção perpendicular ao 
plano de interface, ao incidirem na interface com um determinado ângulo de incidência,    e    , dão 
origem à reflexão e refração de ondas P e SV [8].  
  
 
Figura 12: Reflexão e refração de uma onda P e SV. 
 
O ângulo de reflexão da onda SV e sempre inferior ao ângulo de incidência da onda P, seguindo uma 
tendência de diminuição com o aumento do coeficiente de Poisson [7].  
Se o ângulo de incidência for de 90º, pela lei de Snell-Descartes, verifica-se que a onda é totalmente 
refletida sob a forma de ondas longitudinais para o primeiro meio e apresentam a mesma amplitude, 
embora com uma diferença de fase de relativamente à onda incidente, não havendo refração. O 
mesmo se verifica para todos os ângulos de incidência superiores ao ângulo crítico,      , que 
corresponde a um ângulo de refração de 90º [7, 10].  
Para ângulos de incidência inferiores ao crítico, a energia transmitida pela onda longitudinal incidente 
é repartida através da reflexão de uma onda P e de uma onda SV para o meio inicial, sendo o 
remanescente transmitido para o segundo meio, também sob a forma de uma onda P e SV. 
No caso de ondas SH, como o seu movimento é paralelo ao plano de interface, a reflexão e a refração 
deste tipo de ondas apenas se dá sob a forma de ondas SH, tal como representado na Figura 13. 
As ondas refletidas e refratadas poderão ter uma velocidade mais elevada do que a onda incidente. A 
orientação e a amplitude das ondas refletidas e refratadas dependem do ângulo de incidência,    , e 
das propriedades de cada material: densidade e, consequentemente, velocidade [8]. 
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Figura 13: Reflexão e refração de uma onda SH. 
 
2.6 DISPERSÃO E AMORTECIMENTO 
À medida que uma onda se propaga num meio, as suas propriedades vão sendo alteradas devido a 
fenómenos de dispersão e de amortecimento. A dispersão provoca a alteração da configuração de onda 
com o aumento da distância entre o emissor e o recetor. Por sua vez, o amortecimento induz uma 
atenuação na amplitude da onda. 
 
2.6.1 DISPERSÃO 
A dispersão acontece quando existe uma dependência entre a velocidade de fase da onda e a 
frequência de excitação. As componentes das ondas ao se propagarem com diferentes velocidades, 
para uma dada frequência, vão alterar significativamente a forma da função inicial da onda e a 
configuração padrão dos deslocamentos.  
Atendendo às equações 4 e 5, verifica-se que a velocidade das ondas volúmicas em meios homogéneos 
e isotrópicos depende apenas das propriedades elásticas do material e da massa volúmica, como tal 
estas são designadas por ondas não dispersivas. A velocidade das ondas Rayleigh, como está 
dependente apenas da velocidade das ondas S e do coeficiente de Poisson (Equação 6), é também 
independente da frequência, assim, este tipo de ondas é também não dispersivo [7].  
No entanto, as ondas superficiais (ondas Rayleigh e Love) decorrentes de maciços estratificados 
apresentam uma dependência entre a frequência e a velocidade, sendo então de carácter dispersivo. 
As ondas dispersivas diferem das não dispersivas na sua configuração, sendo esta diferença cada vez 
mais assinalável com o aumento da distância do ponto de observação à fonte que provoca a excitação.  
 
2.6.2 AMORTECIMENTO 
O amortecimento é dado por uma atenuação da amplitude das vibrações no solo com a distância do 
ponto de observação relativamente à fonte de excitação [2]. 
 Este pode ser originado pela forma como a energia transportada pela onda se espalha à medida que o 
volume de solo envolvido entre a fonte e o ponto de observação aumenta (amortecimento geométrico) 
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e pela perda de energia devido à sua dissipação interna no material à medida que as partículas do solo 
se movem com a propagação da onda (amortecimento material) [7, 8].   
A atenuação da amplitude das vibrações de solos semi-indefinidos homogéneos com a distância do 
ponto de observação relativamente à fonte de excitação pode ser calculada pela equação de Bornitz, 
que relaciona as amplitudes do movimento a uma distância r da fonte, com os coeficientes de 
amortecimento geométrico,  , e material,   [2]: 
 





                (8) 
 
2.6.2.1 Amortecimento geométrico  
No amortecimento geométrico, a amplitude das vibrações diminui com o aumento da distância à fonte, 
uma vez que o volume de material envolvido   cada vez maior  havendo assim um “espalhamento” da 
energia. O grau de amortecimento geométrico depende da geometria da “frente de onda”  ou seja  da 
forma como a onda se espalha nas várias dimensões [7, 8].  
A partir da teoria da conservação de energia, a atenuação das ondas devido ao amortecimento 
geométrico pode ser descrita a partir da seguinte expressão: 
 





    (9) 
 
em que    e    são as amplitudes à distância    e    da fonte, respetivamente, e   é o coeficiente de 
amortecimento geométrico que depende do tipo de ondas e da sua forma de propagação, tal como 
descrito na Tabela 1.  
 
Tabela 1: Coeficientes de amortecimento geométrico para diferentes fontes de vibração [2]. 
Localização da fonte Tipo de carregamento Tipo de onda n 
Superfície 
Pontual 
Onda volúmica 2.0 
Onda de superfície 1.5 
Carregamento infinito 
Onda volúmica 1.0 
Onda de superfície 0.0 
Em profundidade 
Pontual Onda volúmica 1.0 
Carregamento infinito Onda volúmica 0.5 
 
2.6.2.2 Amortecimento material 
Quando uma onda se propaga, parte da energia envolta no seu processo de propagação é absorvida 
pelo amortecimento inerente às propriedades materiais dos estratos do solo. Este fenómeno de 
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dissipação energético é designado por amortecimento material [11]. Isto verifica-se uma vez que os 
materiais não possuem um comportamento perfeitamente elástico, mesmo para deformações 
reduzidas. Assim, a inelasticidade presente nos materiais, dependendo do tipo de carregamento, 
conduz à dissipação de energia [12].  
O amortecimento material é função de vários parâmetros, incluindo: tipo de solo, teor de água, 
composição mineralógica e temperatura. Este pode ser descrito pela seguinte função exponencial, que 
além dos parâmetros já definidos anteriormente, depende também do coeficiente de absorção,   [8]: 
 
        
             (10) 
 
O coeficiente de absorção, α, pode ser determinado em função da taxa de amortecimento do material, 
 , da frequência de vibração,  , e do tipo de solo [13]. Este coeficiente depende do tipo de solo e é 
linearmente dependente da frequência de vibração: 
 
     
      
 
    (11) 
 
Na Tabela 2 são apresentados valores do coeficiente de absorção para diferentes frequências e 
diferentes tipos de materiais. 
 
Tabela 2: Coeficiente de absorção para diferentes solos e rochas [2]. 
Classe 
Coeficiente de absorção, α (m
-1
) 
NSPT Descrição do material 
5 Hz 50 Hz 
I 0.01-0.03 0.1-0.3 <5 
Solos não competentes 
ou moles 
II 0.003-0.01 0.03-0.1 5-15 Solos competentes 
III 0.0003-0.003 0.003-0.03 15-50 Solos duros 
IV <0.0003 <0.003 >50 Rocha competente 
 
Atualmente existem diferentes modelos utilizados para representar o amortecimento material, sendo os 
mais comuns o amortecimento viscoso e o amortecimento histerético. 
Todos os tipos de amortecimento material estão associados a uma curva de histerese, representada 
genericamente na Figura 14, que relaciona as tensões com as deformações [14].  
 






No modelo de amortecimento viscoso parte-se do pressuposto de que a natureza do amortecimento é 
viscosa e a força de atrito é proporcional à velocidade, representando uma oposição ao movimento. 
Este traduz uma dependência clara entre a energia dissipada e a frequência de excitação [7, 14].  
No caso do modelo de amortecimento histerético, a força de atrito não depende significativamente da 
frequência de excitação. Este deve-se essencialmente à fricção no contacto inter-partículas [7].    
Na Figura 15 apresenta-se uma curva típica de amortecimento histérico. Esta representa o 
comportamento do solo quando sujeito a uma carga cíclica constante que lhe induz para uma dada 
deformação, uma tensão de corte [8].    
 
 







Área = capacidade de 
amortecimento por unidade de 
volume  
Figura 14: Curva de histerese típica para amortecimento material. 
Vibrações induzidas pela cravação de estacas. Análise e modelação numérica 
 
   19 
A área dentro da curva, dada pela conjugação de três arcos (um inferior e dois superiores) 
representados na Figura 15, corresponde à quantidade de energia dissipada em cada ciclo, por sua vez, 
o tamanho da curva, ou seja a distância entre vértices da cuva, representa a quantidade de energia 
disponível por unidade de volume. A inclinação da curva, dada pela rotação dos arcos, depende da 
rigidez do solo [8].  
O coeficiente de amortecimento histerético do solo,  , pode ser obtido a partir da razão entre energia 
perdida em cada ciclo,    , e a tensão de corte mobilizada,   , para a máxima deformação,   , através 
da equação : 
 
     
   
        
    (12) 
 
Verifica-se que, para níveis de amortecimento do solo no domínio das pequenas deformações, recorre-se 
mais frequentemente ao modelo de amortecimento histerético, devido à sua simplicidade [7]. 
 
2.7 CONSIDERAÇÕES FINAIS 
Neste capítulo abordou-se os conceitos e processos associados à propagação de ondas em meios 
terrosos, que serão a base deste trabalho em termos de fundamentos teóricos.  
Começou-se por apresentar os vários modelos de comportamento do solo que dependem do tipo de 
problema em estudo e do consequente nível de deformação induzido no solo. No caso da cravação de 
estacas, as distorções induzidas ao solo são muito pequenas, variando em função da distância à zona 
de cravação de estacas. Os modelos de comportamento mais indicados na análise das vibrações são os 
viscoelastoplásticos (           ), uma vez que permitem considerar uma análise mais 
abrangente do comportamento do solo ao longo de todo o maciço.       
Posteriormente foram apresentados os processos que afetam a propagação das ondas: reflexão, 
refração, dispersão e amortecimento.  
Os temas apresentados ao longo deste capítulo não foram expostos com o máximo desenvolvimento e 
detalhe, uma vez que se pretendia uma abordagem mais abrangente, possibilitando o conhecimento 
necessário para acompanhar os processos e modelos desenvolvidos nos capítulos seguintes. 
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Existem diferentes métodos de cravação de estacas. Hoje em dia, os processos mais usados são a 
cravação de estacas por impacto ou percussão, a cravação de estacas por vibração e a cravação de 
estacas quase estática [15, 16].  
A cravação de estacas por impacto é realizada por intermédio de uma massa que cai de uma altura 
específica e atinge a cabeça da estaca com uma determinada velocidade de impacto. Este impacto 
permite cravar a estaca no solo, mesmo em condições difíceis. No entanto produz vibrações transientes 
no solo com elevados níveis de energia, que poderão afetar as estruturas próximas da fonte de 
perturbação. 
A cravação de estacas por vibração, por ser mais económica e prática, e por gerar menos impacto 
ambiental, é a técnica de cravação mais utilizada. Esta produz vibrações harmónicas no solo e é, 
maioritariamente, usada para cravar estacas em solos granulares. Para ser usada em solos coesivos, é 
necessário recorrer a operações de baixas frequências, uma vez que permite induzir uma degradação 
de rigidez significativa no solo.  
A cravação de estacas quase estática não provoca perturbações ambientais, contudo é muito 
dispendiosa e desta forma, só é utilizada em locais de ambiente sensível ou em solos onde a cravação é 
mais acessível [15, 16]. 
 
3.2 CRAVAÇÃO DE ESTACAS POR IMPACTO 
Segundo Masoumi [15], a cravação de estacas por impacto é a técnica de cravação mais antiga. Esta 
técnica consiste, genericamente, numa massa que é levantada por um cabo até uma determinada altura 
e posteriormente é deixada cair, atingindo a cabeça da estaca com uma determinada velocidade de 
impacto [15, 16]. 
As vibrações causadas por este impacto são do tipo transiente e cada pulso de vibração desaparece 
antes do impacto seguinte. As frequências dominantes da propagação das ondas causadas por este 
impacto variam entre os 10 e os 100 Hz [15].   
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3.2.1 EQUIPAMENTO DE CRAVAÇÃO POR IMPACTO 
A cravação de estacas por impacto pode ser efetuada por recurso a diferentes tipos de martelos com 
diferentes mecanismos de funcionamento, configurações e energias de impacto. Os martelos mais 
utilizados na cravação por impacto são os martelos de queda livre, martelos diesel, martelos 
pneumáticos e martelos hidráulicos [8, 15, 16]. 
Os martelos podem também ser divididos em martelos leves ou pesados, dependendo da energia que é 
transmitida à estaca. O martelo é designado como pesado, quando a sua massa é superior à massa da 
estaca. Geralmente, martelos pesados atingem a estaca com 30 a 60 impactos por minuto, por sua vez 
martelos leves atingem a estaca com 300 a 1000 impactos por minuto [8].  
Os martelos de queda livre são os martelos mais antigos e mais rudimentares usados no processo de 
cravação de estacas. Estes consistem num martelo ligado a um cabo, que por sua vez está ligado a um 
guindaste. O martelo é levantado quando o cabo é encurtado e depois largado sob a força de gravidade 
atingindo a cabeça da estaca. Este martelo gera uma frequência muito baixa de golpes e a sua 
eficiência é reduzida devido ao atrito existente entre o cabo e a roldana que o encurta. Este tipo de 
martelos é usado principalmente para a cravação de pequenas estacas [15].     
Os martelos diesel são compostos por um motor a diesel de dois tempos. O peso que permite a 
cravação da estaca é um pilão, e o aparelho que se liga à parte superior da estaca, que contém o 
combustível, é um cilindro. A cravação da estaca é iniciada pelo levantamento do pilão por meios 
auxiliares, geralmente um guindaste, que permite a entrada de ar para dentro do cilindro. O pilão é 
deixado cair rapidamente sobre a cabeça da estaca, e o seu peso comprime a mistura de 
ar/combustível, aquecendo-o até ao ponto de ignição do combustível diesel. A mistura entra em 
combustão, transferindo a energia da queda do pilão para a cabeça da estaca, quando este a atinge. 
Devido à combustão, a pressão aumenta significativamente, levando o pilão ao subir novamente. O 
movimento ascendente deste vai permitir a entrada de ar fresco, à medida que vai sendo retardado pela 
força da gravidade. Quando a sua velocidade se anula, o pilão começa a cair novamente dando início a 
um novo ciclo. Este processo produz elevados níveis de ruído, bem como fumos poluentes, 
restringindo assim a sua utilização [17-19]. 
Os martelos hidráulicos são, atualmente, os martelos mais usados no processo de cravação de estacas. 
Estes usam uma fonte de energia hidráulica externa para elevar o pilão [15]. Na Figura 16 é 
apresentado esquematicamente a constituição de um martelo hidráulico.  
Estes martelos de impacto são constituídos por um pilão, um colchão, um capacete, um coxim e um 
anel de rebote. O pilão (ram) é uma componente do equipamento de cravação que fornece a energia 
necessária à cravação da estaca; é constituído por uma massa que cai, sobre a estaca, em queda livre 
ou de modo acelerado. O colchão (cushion) é um elemento composto por um polímero com fibras de 
formato cilíndrico, colocado sobre o capacete metálico, no qual se deixa cair o pilão; este é necessário 
para, através da dissipação da energia, proteger as outras componentes do martelo de possíveis danos. 
O capacete (helmet) é um elemento metálico, instalado na base do martelo, cuja função é distribuir 
uniformemente as tensões dinâmicas que surgem em decorrência do impacto do pilão sobre o topo das 
estacas. O coxim é uma chapa de madeira de espessura variável, colocada entre a cabeça da estaca e o 
capacete, evitando que este último danifique a cabeça da estaca. Por fim, o anel de rebote é um anel 
feito de material elastómero instalado entre o martelo e o capacete com o objetivo de absorver parte da 
energia do repique da estaca [15, 20].  
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Figura 16: Sistema do martelo de impacto [21]. 
 
3.2.2 TIPOLOGIA DO IMPACTO 
Na cravação de estacas por impacto, tal como representado na Figura 17, o martelo bate na cabeça da 
estaca transferindo-lhe energia. No momento do impacto é gerada uma onda volúmica de compressão 
no interior da estaca que se propaga ao longo desta até ao pé da mesma. Uma parte da energia da onda 
é refletida no interior da estaca e outra parte é transmitida ao solo [8].   
  
 
Figura 17: Processo de transferência de energia devido ao impacto do martelo. 
 
Helmet 
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A energia proveniente do impacto do pilão na estaca deve-se à massa deste e à velocidade com que 
este atinge a cabeça da estaca. Esta é transferida pelo impacto para a cabeça da estaca e, se não 
houvesse perdas de energia, a energia cinética seria igual à energia potencial inicial no momento em 
que o martelo atinge o topo da estaca [8, 15].  
A energia potencial depende da massa do pilão e da sua altura de queda deste,  . Usando o conceito de 
conservação da energia, a velocidade de impacto do martelo pode ser determinada idealmente por 
        , onde   é a aceleração da gravidade. Contudo, na realidade, ocorrem perdas de energia 
no capacete e nas áreas de contacto entre o capacete e a cabeça da estaca, levando a que a energia 
cinética seja inferior à energia potencial [15].  
Na Figura 18 está representado um martelo de massa    e comprimento    a uma determinada altura 
  da estaca. No momento do impacto, a estaca é impulsionada para o solo, mobilizando a sua 
resistência lateral e gerando simultaneamente uma onda volúmica na estaca e no martelo. A 
capacidade da estaca transmitir a força longitudinal causada pelo martelo é medida pela impedância da 
estaca,   . Esta é a responsável pela transferência e propagação das ondas na estaca, ao longo da 
interface solo  estaca e no solo circundante [3].  
 A impedância da estaca varia consideravelmente com o tipo de estaca, nomeadamente com a sua 
densidade,  , com a velocidade de propagação da onda,  , e com a área transversal da estaca,   . 
Porém, admitindo a condição de desenvolvimento infinito, pode ser definida por [8, 15]: 
 
             
    
 
    (13) 
 
 
Figura 18: Interação martelo - estaca devido ao impacto do martelo [8]. 
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Segundo Deckner [8], o valor da energia de impacto para a maioria dos martelos varia entre 5 ate 300 
kJ por impacto, no entanto apenas 30 a 50% desta energia é que é transferida à estaca.   
 
3.2.2.1 Análise da força de impacto 
De forma a analisar a resposta dinâmica da estaca durante a sua cravação é necessário conhecer o 
desenvolvimento temporal da força gerada, devido ao impacto do martelo [15]. 
Segundo Masoumi [15], o modelo a adotar na determinação da força de impacto consiste num sistema 
de dois graus de liberdade, em que o pilão e o capacete são separados por uma mola, representando a 
rigidez do colchão. A estaca é modelada como um amortecedor, simulando assim, a sua impedância. O 
sistema estaca  martelo é interpretado como uma massa que ao cair atinge uma mola linear localizada 
na cabeça da estaca. Trata-se de um sistema de dois graus de liberdade, uma vez que, o movimento da 
estaca poderá ser diferente do movimento do pilão. O modelo assume que o colchão comporta-se 
como uma mola elástica, e a perda de energia inerente à sua deformação não-linear é modelada por um 
amortecedor em paralelo com a mola.  
Na Figura 19 é apresentado o modelo anteriormente descrito, em que    representa a velocidade de 
impacto do pilão e    e    são as massas do pilão e do conjunto capacete e colchão, respetivamente. 
A rigidez da mola é dada por   , o coeficiente de amortecimento é dado por   , e a impedância da 
estaca é dada por    [11]. 
 
 
Figura 19: Modelo de dois graus de liberdade do martelo-estaca. 
 
As equações de movimento do sistema de dois graus de liberdade estaca  martelo podem ser descritas 
segundo as equações 14, 15 e 16, onde    e    representam os deslocamentos do pilão e do conjunto 
capacete e colchão, respetivamente [15]: 
 
                                    (14) 
 
                                          (15) 
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                (16) 
 
O desenvolvimento temporal da força na cabeça da estaca pode ser obtido pelo produto da impedância 
pela velocidade do conjunto capacete e colchão,     . 
 
                (17) 
 
Masoumi [15] aplicou a transformada de Laplace às equações 14 e 15, de forma a obter a resposta da 
estaca no domínio do tempo. Nesta dissertação optou-se por recorrer ao Método de Newmark e 
comparar os resultados com os obtidos pelo primeiro. 
 
3.2.2.2 Método de Newmark 
N. M. Newmark desenvolveu um método de integração implícita de equações diferenciais de segunda 
ordem de sistemas lineares, em que procura satisfazer a equação diferencial no instante      
utilizando a solução do instante   [22, 23].  
Newmark baseou-se no desenvolvimento da série de Taylor, que para uma determinada variável   se 
obtém as seguintes equações: 
 
                 
   
 
     
   
 
         (18) 
 
                     
   
 
         (19) 
 
Ao truncar-se as equações 18 e 19 no termo de 3ª ordem, obtém-se as seguintes equações que 
permitem a convergência do método: 
 
                 
   
 
         
        (20) 
 
                         
        (21) 
 
Admitindo que a aceleração é linear no passo de integração:  
 
      
          
  
    (22) 
 
E por fim, substituindo a variável   pelo deslocamento,  , é possível obter as expressões do 
deslocamento e das velocidades no tempo     : 
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            (23) 
 
                                          (24) 
 
As constantes   e   definem a variação da aceleração dentro de cada intervalo de tempo    e 
determinam a estabilidade e a exatidão do método. Newmark propôs   
 
 
 e   
 
 
 [22, 23]. 
 
3.2.2.3 Exemplo de validação 
Masoumi [15] apresentou resultados de uma força de impacto obtida pelo impacto de um martelo 
hidráulico, com um colchão de aço com uma rigidez de          
      , com um pilão de 
massa            e com uma massa do conjunto capacete e colchão de          . 
Considerou uma estaca com 0.5 metros de diâmetro, um comprimento de 10 metros e com uma 
impedância de              . A velocidade de impacto inicial considerada é        . 
Comparando os resultados no domínio do tempo e da frequência obtidos pela transformada de Laplace 




Figura 20: Força de impacto na cabeça da estaca para      (linha a cheio) e para        (linha interrompida): 
a) no domínio do tempo; b) no domínio da frequência adotando a transformada de Laplace [15]. 
 
a)    b)  
Figura 21: Força de impacto na cabeça da estaca para      (linha a cheio) e para        (linha interrompida): 
a) no domínio do tempo; b) no domínio da frequência adotando o método de Newmark. 
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3.3 CRAVAÇÃO DE ESTACAS POR VIBRAÇÃO  
A cravação de estacas por vibração surgiu nos anos 30, tendo desde então sofrido um grande 
desenvolvimento tanto a nível dos equipamentos, como da técnica. Inicialmente, esta era apenas usada 
na cravação e extração de estacas prancha. No entanto a sua utilização generalizou-se, já que se 
revelou uma técnica eficaz e económica devido à facilidade de cravação, às baixas perturbações na 
área circundante e aos baixos danos que provoca nas estacas prancha [15, 24, 25].  
O tempo de cravação de estacas por vibração é cerca de 10% do necessário na cravação de estacas por 
impacto [26]. Este tipo de cravação é usado em solos granulares e em solos coesivos, sendo que nestes 
últimos deve-se operar com baixas frequências, permitindo uma diminuição da resistência do solo e 
reduzindo assim os custos de cravação [15].  
 
3.3.1 EQUIPAMENTO DE CRAVAÇÃO POR VIBRAÇÃO  
Os equipamentos de cravação por vibração podem ser classificados segundo três categorias, 
dependendo do tipo de frequência de cravação [8, 15, 25]: 
 Vibradores de baixa frequência (5 a 10 Hz): são usados essencialmente em estacas com uma 
massa elevada e com uma grande resistência de ponta, tal como estacas de betão e grandes 
tubos de aço; 
 Vibradores de frequência média ou padrão (10 a 30 Hz): são os mais usados hoje em dia. 
Geralmente são mais indicados para estacas mais leves, tais como estacas prancha e pequenos 
tubos de aço; 
 Vibradores de alta frequência (superiores a 30 Hz): podem ser divididos em dois grupos. No 
primeiro grupo inserem-se os vibradores que operam entre os 30 a 40 Hz; estes permitem 
minimizar os efeitos das vibrações nas estruturas vizinhas, uma vez que a frequência de 
excitação é superior à frequência natural dos edifícios (inferior a 20 Hz), e não é 
suficientemente elevada para induzir ressonância ao solo [8, 27]. No segundo grupo inserem-
se os vibradores que operam entre os 90 e os 120 Hz; estes induzem uma resposta em 
ressonância na estaca, facilitando a sua cravação e extração.  
Em termos de sistema de cravação, os martelos vibratórios mais modernos podem ser divididos em 
dois tipos: martelo vibratório suspenso por um guindaste e martelo vibratório acoplado a uma 
escavadora. O primeiro tipo de martelo vibratório é o mais usado, sendo maioritariamente alimentado 
por um gerador em separado; como estão ligados a um guindaste, são muitas vezes martelos menores e 
mais leves. 
Os martelos vibratórios mais comuns são compostos essencialmente por três sistemas, representados 
na Figura 22: o sistema de vibração, o sistema de transmissão de energia e sistema de produção de 
energia. 
O sistema de vibração é designado por oscilador e nele estão contidos pares de massas colocados 
excentricamente que ao rodarem sincronizadamente permitem a geração de uma força sinusoidal. Esta 
força é transmitida ao sistema através da utilização de rolamentos antifricção, que também facilitam a 
rotação [8, 15, 25].  
O oscilador é isolado a partir do suporte do martelo por uma borracha ou uma mola de metal. Na 
cravação, estes fornecem peso adicional ao sistema que permite forçar a penetração da estaca no solo, 
sem prejudicar a vibração do sistema. Na maioria dos casos, adiciona-se também uma massa de 
polarização ao sistema, aumentando, assim, o peso deste. Na extração, a borracha ou a mola permitem 
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retirar estaticamente a estaca sem amortecer a vibração, e além disso, permite proteger o braço da 
grua. Para que tal seja possível, as molas devem ser suaves e o peso deve ser suficientemente pesado 
para garantir que a frequência natural de suspensão é muito inferior à frequência de operação do 
vibrador [25].  
A estaca está ligada ao oscilador por um dispositivo de fixação hidráulico. O sistema de transmissão 
de energia permite transmitir a energia do gerador para o oscilador através de mangueiras hidráulicas e 
cabos elétricos. O sistema de produção de energia é composto por um gerador de energia, podendo ser 
a diesel ou elétrico, e um painel de controlo [8, 15, 26]. 
 
 
Figura 22: Esquema de martelo vibratório suspenso por um guindaste [8]. 
 
3.3.2 TIPOLOGIA DA VIBRAÇÃO  
Na cravação de estacas por vibração, o movimento vibratório é causado pela contra rotação das massas 
excêntricas dentro do oscilador. Estas rodam com a mesma frequência mas em sentidos opostos. 
Assim as componentes horizontais das forças centrífugas são eliminadas, e apenas existem as 
componentes verticais, que posteriormente serão transmitidas à estaca através do dispositivo de 
fixação hidráulico [15, 28]. 
Os martelos vibratórios cravam as estacas no solo através de duas ações: uma ação vibratória,   , e 
uma ação estacionária,    [8, 15].   
A ação vibratória é a que é produzida pela contra rotação das massas. É uma força sinusoidal aplicada 
no topo da estaca, cuja amplitude é função do momento excêntrico,   , e da frequência angular,   
[15]. 
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             (25) 
 
O momento excêntrico é calculado a partir do produto da massa excêntrica pela distância entre o 
centro dos veios do motor (o eixo de rotação) e o centro de gravidade da massa excêntrica [15]. 
A ação estacionária é a que é produzida pelo peso da estaca e do sistema de vibração. 
A força total de cravação,   , pode ser dada pela expressão 26, em que  representa a eficiência do 
sistema. 
              (26) 
 
Outro parâmetro muito importante que faz parte das especificações do vibrador é a amplitude dupla de 
deslocamento,   , gerada pela rotação das massas do vibrador. Esta amplitude corresponde à máxima 
amplitude do movimento de oscilação do martelo vibratório suspenso por um guindaste. A amplitude 
dupla de deslocamento depende do momento estático e da massa dinâmica,     , composta pela 
massa do oscilador, pela massa do dispositivo de fixação hidráulico e pela massa da estaca. Este 
parâmetro é independente da frequência de operação [8, 15]. 
 
      
  
    
    (27) 
 
A amplitude medida é sempre inferior à estimada teoricamente, uma vez que o efeito da resistência do 
solo e a quantidade de energia perdida não são considerados [15].  
O sistema vibrador-estaca pode ser considerado com um corpo rígido, em que se considera que a 
estaca e o vibrador se movem simultaneamente com a mesma amplitude de deslocamento e 
aceleração; ou como um corpo deformável, em que se considera a massa distribuída e a elasticidade do 
sistema. Ambos os métodos são baseados na aplicação da 2ª lei de Newton que relaciona a força total 
de cravação e as resistências lateral,   , e de ponta,   , da estaca com a massa do vibrador,   , e a 
aceleração:   
 
                        (28) 
 
Nestes métodos, a resistência do solo é modelada por molas e amortecedores. No primeiro método, a 
taxa de penetração é obtida por integração numérica da aceleração no tempo. No segundo método, a 
taxa de penetração é obtida por integração numérica da equação de propagação de onda 
unidimensional [15].     
 
3.4 PROCESSO DE TRANSFERÊNCIA DE VIBRAÇÕES  
O processo de transferência de energia está dividido em três fases principais, representadas 
esquematicamente na Figura 23: vibração inicial originada pela fonte, propagação da onda no solo e 
receção das vibrações por parte das edificações [8].  
 
Vibrações induzidas pela cravação de estacas. Análise e modelação numérica 
 
   31 
 
Figura 23: Processo de transferência de vibrações [8]. 
 
A vibração inicial é originada pela interação entre o equipamento de cravação e a estaca no processo 
de cravação. A energia transferida do equipamento para a estaca propaga-se ao longo desta sob a 
forma de ondas. Parte desta energia irá interagir com o solo ao longo da zona lateral da estaca e outra 
parte através do pé da estaca.   
A energia transmitida ao solo irá propagar-se ao longo deste, atenuando-se com o aumento da 
distância da frente de onda à estaca. Ao propagar-se, esta energia poderá interagir com estruturas 
existentes, podendo causar-lhe danos.  
  
 3.4.1 VIBRAÇÃO INICIAL ORIGINADA PELA FONTE 
Nos subcapítulos 3.2 e 3.3 desta dissertação abordou-se a etapa inicial da primeira fase, que consiste 
na análise do processo de transferência de energia entre o equipamento de cravação e a estaca, tanto 
para a cravação de estacas por impacto, como para a cravação de estacas por vibração. 
A interação entre o martelo (por impacto ou vibratório) e a estaca dá origem a uma onda volúmica de 
compressão que se propaga ao longo da estaca até ao pé da mesma, com uma velocidade  . A onda 
gerada depende das alterações da secção transversal da estaca e da interação desta com o meio 
envolvente. Parte da energia transmitida na estaca é refletida quando atinge o pé da estaca, voltando a 
subir, e outra parte é transmitida ao solo. Ao subir, a onda interage novamente com o meio envolvente, 
voltando a perder energia. A onda atinge o topo da estaca ao fim de um tempo  . Este tempo pode ser 
dado pela equação 29, em que    corresponde ao comprimento da estaca, e   é uma constante [8].  
 
   
    
 
    (29) 
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Na cravação por impacto,   corresponde a 2, uma vez que a onda viaja no sentido descendente e 
ascendente da estaca [8]. Na cravação por vibração, de forma a considerar-se a estaca como um corpo 
rígido, Viking [29] propõe    , já que um quarto do período de tempo   correspondente à 
frequência de excitação escolhida,  , deve ser maior ou igual do que o tempo que demora uma onda de 






   .  
A energia que é transmitida ao solo através da estaca depende das propriedades da estaca e do solo 
envolvente. Se o solo for pouco resistente ou solto, grande parte da energia gerada pelo martelo é 
usada para cravar a estaca no solo, plastificando a zona envolvente a esta. Esta plastificação irá induzir 
a dissipação de uma grande parte da energia, levando a que apenas uma pequena quantidade seja 
transmitida ao solo. Por outro lado, se o solo for muito resistente ou compacto, grande parte da energia 
é despendida na interação entre o solo e a estaca. A zona plastificada na envolvente da estaca é menor 
e, como tal, a dissipação de energia nesta zona é também menor, permitindo uma maior transmissão da 
energia ao solo. [8].   
A resistência responsável pela transmissão de vibrações é designada por resistência dinâmica e é 
influenciada, essencialmente, por vários fatores apresentados na Tabela 3, dependendo se se trata de 
cravação por impacto ou cravação por vibração [8].  
 
Tabela 3: Fatores que influenciam a resistência dinâmica para a cravação por impacto e para a cravação por 
vibração. 
Cravação por impacto Cravação por vibração 
Número de impactos por minuto Frequência de vibração 
Peso do martelo Velocidade de vibração da estaca 
Altura de queda do martelo Amplitude de deslocamento entre a estaca e o solo 
 Número de ciclos de vibração 
 
A resistência dinâmica na parte lateral é sempre em sentido oposto ao movimento da estaca; por sua 
vez a resistência dinâmica de ponta da estaca varia durante a cravação, sendo nula quando esta não se 
está a mover no sentido descendente. 
 
3.4.2 PROPAGAÇÃO DA ONDA NO SOLO 
3.4.2.1 Diferenças no processo de transmissão da onda 
Existem diferenças significativas na propagação das ondas no solo, dependendo se estas foram 
transmitidas através da parte lateral da estaca ou através do pé da estaca. Na Figura 24 está 
representada a geração das ondas através da parte lateral da estaca ou através do pé da mesma, devido 
ao processo de cravação de estacas. 
As ondas que se propagam a partir do pé da estaca são ondas P e ondas S e têm uma forma esférica. 
Parte da energia destas ondas, ao encontrar a superfície, é convertida em ondas Rayleigh e outra parte 
é transmitida de volta ao solo. As ondas que se propagam para o exterior pela parte lateral da estaca 
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têm forma de um cone e são ondas de corte. O ângulo que a superfície cónica faz com a vertical é 
pouco acentuado, uma vez que a velocidade de propagação deste tipo de ondas é, aproximadamente, 
10 vezes inferior à velocidade com que as ondas de compressão, no momento do impacto, viajam no 
interior da estaca [2, 8].  
 
 
Figura 24: Geração de ondas devido à cravação de estacas [2]. 
 
Segundo Athanasopoulos and Pelekis [2], as ondas P e S atingem a superfície a uma distância muito 
próxima do ponto de cravação da estaca, dando origem a ondas Rayleigh que, no caso de se tratar de 
um solo homogéneo, se propagarão junto à superfície até se atenuarem ou encontrarem um obstáculo. 
O amortecimento destas ondas é baixo, como tal, este facto terá um reflexo muito importante na 
distância até onde as ondas Rayleigh se fazem sentir.  
A Figura 25 mostra que as ondas de superfície geradas pela reflexão de ondas volúmicas podem ser 
desenvolvidas a uma distância   do ponto de cravação da estaca, dependendo da sua profundidade de 
cravação,  : 
 
   
    
   
    
 
    (30) 
 
 




Figura 25: Determinação da distância mínima, a partir do ponto de cravação, na qual as ondas de superfície são 
geradas [2]. 
 
3.4.2.2 Diferenças no comportamento do solo  
A atenuação da vibração pode ser dividida em três zonas, em que o solo apresenta um modelo de 
comportamento distinto. Na Figura 26 estão representadas essas zonas em função do nível de 
deformação do solo. Na zona imediatamente adjacente à estaca, o solo está em condição de rotura e 
sujeito a elevados níveis de deformação (      ), correspondendo por isso a uma zona de 
comportamento plástico. Este comportamento não linear vai levar a uma maior degradação da energia 
nesta zona, tornando menores as vibrações transmitidas ao maciço remanescente. Na zona intermédia, 
o comportamento do solo é elastoplástico, uma vez que o nível de deformação varia entre        
    . Nesta zona verifica-se a ocorrência de algumas deformações permanentes. Por fim, na zona 
mais afastada da estaca, a propagação das vibrações ocorre essencialmente sob a forma de ondas de 
superfície e o nível de deformação do solo é inferior a       , assim, o solo apresenta um 
comportamento linear [8, 30]. 
Nesta figura também é mostrada a atenuação da velocidade de vibração da frente de onda cilíndrica. 
Na zona plástica a velocidade de vibração é relativamente constante e é limitada pela força de corte do 
solo. A amplitude de vibração atenua-se rapidamente na zona elastoplástica. Nas zonas plástica e a 
elastoplástica, a velocidade de propagação da onda é dependente da tensão e aumenta com a distância 
a partir da fonte de energia. Na zona elástica, a velocidade de propagação da onda é constante, devido 
à limitação da força de corte do solo [30]. 
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Figura 26: Comportamento do solo para diferentes zonas circundantes da estaca [3]. 
 
3.4.3 RECEÇÃO DAS VIBRAÇÕES POR PARTE DAS EDIFICAÇÕES 
Quando as vibrações atingem as construções ou infraestruturas podem causar-lhe diferentes tipos de 
danos. Estes, dependendo da intensidade da vibração, podem ser de carácter estético, funcional, ou 
estrutural.  
De forma a assegurar que as edificações não sofrem danos, geralmente adota-se um valor padrão da 
intensidade de vibração de 50 mm/s para a velocidade da partícula de pico. No entanto, dependendo do 
tipo de edifício pode adotar-se um intervalo de 3 a 70 mm/s, sendo que o limite inferior destina-se a 
edifícios mais antigos, e o limite superior destina-se a edifícios mais altos [2, 8].  
Segundo Athanasopoulos and Pelekis [2], a distância a que a cravação da estaca se deve situar da 
estrutura, de forma a não a afetar com as vibrações da cravação, deve ser superior a um comprimento 
de onda,  , sendo que quanto mais sensível é a estrutura, maior a distância de segurança.  
É importante analisar as gamas de frequências das vibrações, quando estas se encontram próximas de 
construções e infraestruturas, uma vez que quando as vibrações têm uma frequência próxima da 
frequência natural das estruturas, dá-se o fenómeno de ressonância e a vibração ao nível do solo é 
ampliada na estrutura, causando-lhe graves danos.   
Além dos danos causados nas estruturas, as vibrações podem também danificar equipamentos de 
diversas áreas sensíveis a oscilações, afetar o bem-estar da população e induzir alterações permanentes 
no solo, como assentamentos permanentes, densificação ou liquefação. 
O ser humano é muito sensível a vibrações e existem inúmeros fatores que afetam a sua tolerância às 
oscilações sofridas devido a obras de construção civil. A duração da vibração, a sua magnitude e 
frequência, o facto de esta ser contínua ou transitória, ser ruidosa ou silenciosa, a hora do dia a que 
ocorre, e o estado mental e psicológico da pessoa determinam a forma como esta vai lidar com a 
situação. Em condições mais gravosas, os incómodos causados pela cravação de estacas poderão dar 
origem a processos jurídicos [8].  
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Além disso, as vibrações causam insegurança às pessoas, levando-as a procurar possíveis danos nas 
suas estruturas. Assim, de forma a evitar possíveis mal entendidos e confrontos, recentemente, tem-se 
optado por informar as possíveis pessoas afetadas da calendarização das vibrações, dando garantias de 
que estas serão monitorizadas e ocorrerão sob ambiente controlado [8].  
 
3.5 CONSIDERAÇÕES FINAIS 
Neste capítulo foram expostas as técnicas de cravação mais usuais. Descreveram-se os equipamentos 
utilizados em cada tipo de cravação e a sua forma de funcionamento, apresentando-se formulações 
numéricas para os sistemas de interação e uipamento de crava  o    estaca.  
Abordou-se também o processo de transferência de energia desde o momento em que esta é 
transmitida do equipamento de cravação à estaca até ao momento em que esta é transmitida do solo à 
estrutura. Referiu-se ainda alguns impactes ambientais provocados pelas vibrações da cravação de 
estacas e possíveis medidas de mitigação. 
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A previsão das vibrações geradas no processo de cravação de estacas é, cada vez mais, um importante 
fator técnico e económico, uma vez que permite uma comparação entre os diferentes processos de 
cravação e uma otimização no desenvolvimento dos projetos.  
Ao longo dos últimos anos têm-se desenvolvido vários modelos empíricos e mecanicistas com o 
objetivo de prever estas vibrações.  
Os modelos empíricos são modelos baseados no conhecimento empírico, derivado de experiências e 
medições anteriormente já realizadas. Por sua vez, os modelos mecanicistas são modelos baseados na 
compreensão das componentes de um sistema, ou seja, pressupõe que um sistema complexo pode ser 
compreendido através da análise do funcionamento das suas partes individuais, e da forma como estas 
se encontram acopladas.  
O primeiro modelo é mais simples e mais fácil de ser construído em relação ao segundo, uma vez que 
permite apenas descrever a resposta de um sistema, sem ser necessário descrever a forma como este 
funciona. No entanto, os seus parâmetros são usualmente valores sem significado físico, não 
permitindo extrapolar os resultados e compará-los com outros modelos.  
No caso do modelo mecanicista, os seus parâmetros têm significado científico, o que permite a 
compreensão do funcionamento do sistema real. Assim, é possível avaliar separadamente um 
parâmetro e a forma como este afeta a resposta de todo o sistema. Contudo, como é composto por 
vários parâmetros, a sua formulação é mais difícil, sendo necessário um conhecimento fundamentado 
de todos os parâmetros modelados.          
A modelação numérica deste trabalho, com o intuito de prever as vibrações induzidas pela cravação de 
estacas, tal como grande parte dos problemas de Engenharia Civil, foi realizada com base num modelo 
mecanicista: o Método dos Elementos Finitos (MEF). 
Este método permite resolver a maior parte dos problemas encontrados na prática, usando uma simples 
aproximação de variáveis desconhecidas para transformar equações diferenciais parciais em equações 
algébricas [31]. 
O software usado para o desenvolvimento do cálculo numérico através do MEF foi o MATLAB
®
.   
O primeiro passo na resolução de um problema pelo MEF consiste na definição da geometria, do 
modelo do material constituinte e das ações aplicadas. Desta forma é possível avaliar o tipo de 
problema a resolver e adotar as simplificações a este inerente [32].    
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No presente caso de cravação de estacas, optou-se por tratar o problema como sendo axissimétrico 
uma vez que, considerando-se apenas estacas cilíndricas, as ações, a geometria, os materiais e as 
condições de contorno são simétricas em relação a um eixo (eixo de axissimetria).  
 
4.2 ANÁLISE NO DOMÍNIO DA FREQUÊNCIA 
A determinação da influência das vibrações devido à cravação de estacas pode ser dada pelo cálculo 
dos deslocamentos do solo, inerentes a estas vibrações, num determinado instante.  
Tal como anteriormente referido no Capítulo 2, os deslocamentos de uma onda harmónica podem ser 
descritos através de funções trigonométricas.  
De facto, numa primeira abordagem, as funções trigonométricas são mais fáceis de interpretar; no 
entanto, em termos computacionais, estas funções são significativamente mais exaustivas e extensas 
[7, 33]. 
Uma outra forma de determinar os deslocamentos de uma onda harmónica no tempo é através de 
funções exponenciais complexas [33], descrita genericamente pela equação 30.  
  
                    (31) 
 
A análise no domínio do tempo permite o estudo de problemas lineares e não lineares, assim como 
permite o estudo de excitações que variam temporalmente. Contudo, para tal é necessário definir 
explicitamente a função e os parâmetros que a caracterizam (amplitude, período e ângulo de fase) e é 
necessário recorrer a métodos de integração numérica ou diferencial. Por esta razão, este tipo de 
análise exige um elevado esforço computacional, condicionando a sua utilização.   
Um outro tipo de análise que permite a caracterização da resposta de uma excitação que varia 
arbitrariamente com o tempo é a análise no domínio da frequência. Este tipo de análise não necessita 
de funções de integração, pois analisa a resposta para cada instante recorrendo à sobreposição de 
efeitos. Como tal, só é válida para análises elásticas e lineares. Tem como vantagem em relação a 
análise no domínio do tempo a diminuição do esforço computacional, sendo por isso mais rápida [34].  
Na Figura 27 está caracterizada de forma sistemática a representação das vibrações no domínio do 
tempo e no domínio da frequência.  
Uma função pode ser convertida do domínio do tempo para o da frequência através de um operador 
matemático chamado genericamente de transformada integral. Um exemplo é a transformada de 
Fourier (FFT – Fast Fourier Transform), que decompõe uma função na soma de um número de 
componentes sinusoidais, produzindo um espectro de frequências [35].  
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Figura 27: Representação de vibrações no domínio do tempo e no domínio da frequência. 
 
A transformada inversa de Fourier correspondente converte esse espectro de volta para o domínio do 
tempo, ou seja, para a função original [35]. 
 
                
 
  
     
  
  
          (33) 
 
 
4.3 EQUAÇÕES DE EQUILÍBRIO  
4.3.1 ANÁLISE SEM AMORTECIMENTO 
Para a resolução de problemas de análise estrutural através do MEF, as funções de forma podem ser 
aplicadas diretamente à sua equação diferencial, transformando um problema contínuo num problema 
discreto, através do Método dos Resíduos Ponderados ou através de princípios energéticos, como é o 
caso do Princípio dos Trabalhos Virtuais (PTV). Neste trabalho optou-se por recorrer ao PTV, uma 
vez que constitui numa formulação matemática mais intuitiva.  
Considere-se, na Figura 28, um corpo sólido tridimensional genérico, de volume  , sujeito a um 
campo de tensões  , com uma superfície exterior   e massa volúmica dada por  . Considere-se 
também que as fontes de excitação apresentam carácter harmónico ao longo do tempo com frequência 
 , que não existem forças externas de massa e que este é um sistema conservativo, ou seja, sem a 
presença amortecimento [7]. 
 




Figura 28: Corpo tridimensional genérico contínuo (adaptado de Corrêa [36]). 
 
Aplicando o PTV tem-se: 
 
    
          
     
  
    
    
  
    (34) 
 
em que    representa o campo de extensões virtuais,    representa o campo de deslocamentos virtuais, 
  é o campo de deslocamentos e   é o campo de tensões externas aplicadas na superfície   . 
Pela Lei de Hooke tem-se que o campo de tensões,  , é dado pelo produto da matriz de elasticidade, 
   , pelo campo de deformações,  : 
 
               (35) 
 
O campo de deformações,  , é obtido da derivação do campo de deslocamentos,  , através da 
introdução de um operador,    : 
 
               (36) 
 
Assim, introduzindo na equação 34 as equações 35 e 36, obtém-se a equação de equilíbrio 37, que tem 
apenas como incógnitas os deslocamentos: 
 
    
              
     
  
    
    
  
    (37) 
 
Atente-se agora no caso de o sistema ser todo ele simétrico em relação a um eixo e ser apenas 
composto por um elemento finito.  
O campo de deslocamentos,  , pode ser dado pelo produto da matriz das funções de forma,    , 
definidas no plano, pelo vetor dos deslocamentos em cada nó,     , nas direções radial e vertical: 
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         (38) 
 
No modelo numérico utilizado foram usados elementos finitos isoparamétricos de 8 nós com 4 pontos 
de Gauss (Figura 29). Optou-se por definir as variáveis dentro de cada elemento através de 
coordenadas locais e, posteriormente fazer a transição do referencial local       para o global      .  
 
 
Figura 29: Elemento finito com 8 nós e 4 pontos de Gauss. 
 
Na Tabela 4 são apresentadas as funções de forma definidas no referencial local, para elementos 
finitos com 8 nós. 
 
Tabela 4: Funções de forma de elementos finitos com 8 nós [7]. 
Função de forma Nó i 
   
 
 
           
           
   
 
 
           
           
   
 
 
                                      
 
Introduzindo a equação 38 na equação 37, obtém-se: 
 
       
 
           
       
 
           
    
 
   
  
    (39) 
 
Por sua vez, o campo de deformações   pode ser dado pelo produto da matriz de deformação do 
elemento,    , pelo vetor dos deslocamentos em cada nó,     . Tratando-se de um problema 
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axissimétrico, o campo de extensões é dado pela extensão na direção radial,   , vertical,   , e 
rotacional,   , e pela distorção radial na direção vertical,    , sendo as distorções rotacionais nulas: 
 




   

















   
  
   







        (40) 
 
Assim, tem-se que: 
 
               (41) 
 
O facto de a matriz de deformação,    , estar definida em relação ao referencial global e as funções de 
forma estarem definidas em relação ao referencial local, leva à necessidade de recorrer à matriz 
Jacobiana,    , para se conseguir passar de um referencial para outro [7]. 
 
  
   
  
   
  
      
   
  
   
  
    
   
  
  
   
  
  
   
  
  
   
  
  
         (42) 
 
Verifica-se que o campo de deslocamentos virtuais em cada nó,    
 
, se encontra repetido em todos 
os membros da equação 39. Dividindo-se assim todos os membros por este fator e introduzindo a 
equação 41, obtém-se: 
 
            
               
    
  
    (43) 
 
Pondo agora em evidência no primeiro membro o vetor de deslocamentos em cada nó, vem que: 
 
                           
    
  
    (44) 
 
Note-se que a matriz de elasticidade,    , para um material com comportamento elástico, linear 
isotrópico, no caso axissimétrico, é dada por [37]: 
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    (45) 
 
Verifica-se que a primeira parcela do primeiro membro da equação 44 corresponde à matriz de rigidez, 
   , que a segunda parcela do primeiro membro corresponde à matriz de massa,    , e que o segundo 
membro corresponde a uma força aplicada num nó,     : 
 
                   (46) 
 
Definindo agora os integrais de volume em função das três direções de eixos coordenados e 
considerando que se trata de um problema axissimétrico, obtém-se as equações 47e 48. Note-se que 
para passar do referencial global para o referencial local, no processo de integração, é necessário 
recorrer à matriz Jacobiana,    . 
 
                                   





    (47) 
 
                                   





    (48) 
 
Para calcular os integrais duplos das equações 47 e 48 pode-se recorrer ao procedimento de integração 
numérica, genericamente designado quadratura de Gauss. Tal como referido anteriormente, 
considerou-se, na modelação numérica, 4 pontos de Gauss. Assim obtém-se: 
 





               
 
   
 
       (49) 
 





                
 
   
 
       (50) 
 
4.3.2 ANÁLISE COM AMORTECIMENTO 
Considerando-se agora o amortecimento, a equação de equilíbrio dinâmico que governa a resposta 
linear dinâmica de uma estrutura amortecida é definida pela equação 51, em que     corresponde à 
matriz de amortecimento. 
 
                        (51) 
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Atendendo apenas à parcela correspondente ao amortecimento, e uma vez que o modelo de elementos 
finitos desenvolvido está formulado no domínio da frequência, na equação 52 é apresentada a 
transformação desta parcela no referido domínio [7]: 
 
                   (52) 
 
em que     representa o vetor de tensões e      o vetor de velocidades.  
O modelo de amortecimento que será utilizado neste trabalho para avaliar o amortecimento presente 
no maciço será modelo de amortecimento histerético. 
Para modelar a histerese do solo, a rigidez e o amortecimento podem ser representados pela rigidez 
complexa,   , onde   é o coeficiente de amortecimento histerético do solo: 
 
                (53) 
 
4.4 MÉTODO DOS ESTRATOS ABSORVENTES 
Na análise de problemas de interação entre a estrutura e o maciço considera-se, tendencialmente, que o 
maciço é infinito e semi-indefinido. No entanto, na modelação numérica a partir do método dos 
elementos finitos, é necessário definir o domínio geométrico de análise e as respetivas condições 
fronteira. 
Na modelação de problemas estáticos apenas é necessário limitar o domínio discretizado a uma 
distância suficientemente afastada da zona de interesse e introduzir uma fronteira artificial ao 
problema, impondo condições de fronteira elementares [7]. Contudo, na modelação de problemas 
dinâmicos  de forma a evitar o “efeito de caixa”, que levaria à existência reflexões das ondas nas 
fronteiras artificiais, é necessário definir condições de fronteira absorventes [38]. 
Diferentes formulações para fronteiras absorventes têm vindo a ser propostas ao longo dos últimos 
anos com diferentes graus de complexidade e acuidade. Neste trabalho optou-se por usar a 
metodologia baseada nas camadas de correspondência perfeita (Perfect Matched Layers – PML’s), 
representada na Figura 30. Esta metodologia está inserida no método dos estratos absorventes, no qual 
a fronteira artificial   tratada atrav s da substitui  o do domínio “infinito” por um estrato de dimens o 
finita e com capacidade de absorver as ondas que nele incidem com um ângulo de incidência arbitrário 
[7].  
Uma camada de contorno absorvente é uma camada de material absorvente artificial que é colocado 
nos contornos do domínio geométrico, completamente independente das condições de fronteira. 
Quando uma onda entra na camada absorvente, é atenuada por absorção e decai exponencialmente; 
mesmo que haja reflexão na fronteira, a onda retorna à camada e volta a ser absorvida, decaindo 
novamente exponencialmente, repetindo-se, assim, o processo até a onda acabar por desaparecer [39]. 
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Figura 30: Sistema limitado por camadas de contorno absorventes [39]. 
 
A solução analítica das camadas de contorno absorventes satisfaz as mesmas equações diferenciais do 
domínio. No entanto, as coordenadas   e   são estendidas num domínio complexo. As coordenadas no 
domínio complexo são dadas pelas equações 54 e 55 [40]: 
 
            
 
 
    (54) 
 
            
 
 
   (55) 
 
em que    e    são as funções de alongamento na direção   e  , respetivamente. 




   
 
 
     
 
  




   
 
 
     
 
  
   (57) 
 
Uma vez que a solução dentro do domínio das PML satisfaz a mesma equação diferencial do domínio 
de interesse, a consideração das coordenadas do domínio complexo na equação 34, com o mesmo 
desenvolvimento matemático usado no subcapítulo anterior para as equações de equilíbrio é suficiente 
para criar uma abordagem axissimétrica com fronteiras absorventes.  
Assim, as matrizes de rigidez,     , e de massa,      para a região das PML podem ser dadas por: 
 
          
 
                      (58) 
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                                (59) 
 
A matriz      resulta do produto do operador diferencial,      pela matriz das funções de forma,    ; 
sendo o operador diferencial dado por: 
 


























     
 







    (60) 
 
As funções de alongamento na direção   e   podem ser dadas por: 
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   (62) 
 
em que    é uma constante;    e    é a espessura da PML na direção   e  , respetivamente; e   é o 
número de onda efetivo para as ondas que se propagam ao longo da secção transversal, sendo dado em 
função da frequência angular, , e da velocidade das ondas S,   : 
 





    (63) 
 
Segundo Lopes, Alves Costa [40], a parte real das funções de alongamento é introduzida para proceder 
a uma expansão da malha, de forma a obter uma espessura do domínio das PML de, pelo menos, um 
comprimento de onda. Assim, no método proposto, a malha das PML é sempre gerada com um metro 
de espessura e dividida entre 5 a 6 sub-camadas. Na verdade, o que acontece é uma expansão 
automática do domínio referido devido às funções de alongamento. Estas foram validadas por 
comparação entre dos resultados fornecidos pelo modelo proposto e as soluções teóricas. 
 
4.5 ANÁLISE ESTÁTICA 
A cravação de estacas é, naturalmente, um processo dinâmico. No entanto, de forma a garantir que a 
modelação numérica era desenvolvida sobre bases corretamente definidas, recorreu-se inicialmente a 
uma análise estática. Neste tipo de análise considera-se que as ações são aplicadas de um modo 
suficientemente lento, tornando desprezáveis as forças de inércia [32].    
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Tal como referido anteriormente, a modelação numérica a partir do método dos elementos finitos 
carece da definição de todos os elementos constituintes da malha (dimensão e propriedades) e de todas 
das condições de fronteira. Assim, foi necessário definir uma malha suficientemente discretizada, de 
forma a não perder informação da zona de interesse da análise, e definir um domínio geométrico que 
não interferisse com esta zona e que respeitasse o modelo numérico adotado. Como condições de 
fronteira, neste tipo de análise, recorreu-se às condições de fronteira elementares. 
 
4.5.1 DEFINIÇÃO DA MALHA E DAS CONDIÇÕES DE FRONTEIRA 
Na definição da malha, optou-se por refinar esta mais na zona de interesse da análise, ou seja, na zona 
mais próxima do eixo de axissimetria, onde é aplicada a ação. À medida que a distância ao eixo 
aumenta, foi-se aumentando também gradualmente a distância entre os nós. 
Como condições de fronteira neste tipo de análise considerou-se o eixo de axissimetria e o outro limite 
lateral impedidos de se deslocarem na direção radial. A superfície considerou-se como sendo livre e 
restringiu-se as direções radiais e verticais no limite inferior. 
Na Figura 31 é apresentada uma malha genérica com 30 metros de largura e 40 metros de 
profundidade utilizada na análise estática. 
 
 
Figura 31: Malha para análise estática com condições de fronteira elementares. 
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4.5.2 VALIDAÇÃO NUMÉRICA 
De forma a se poder validar a modelação numérica realizada para o problema estático, recorreu-se ao 
software PLANE, desenvolvido por J. Couto Marques em 2010. Analisaram-se e compararam-se 
diferentes tipos de malhas, com diferentes propriedades, sujeitas a cargas concentradas e distribuídas. 
Para a obtenção dos resultados abaixo apresentados utilizou-se a malha da Figura 31. Aplicou-se uma 
carga unitária e considerou-se um módulo de elasticidade do solo de         e um coeficiente de 
Poisson de      .  
Verifica-se que nas Figura 32, Figura 33, Figura 34 e Figura 35 os resultados obtidos pela análise 
estática são coincidentes com os obtidos pelo software PLANE. 
 
 
Figura 32: Deslocamentos radiais de uma análise estática para carga concentrada. 
 
 
Figura 33: Deslocamentos verticais de uma análise estática para carga concentrada. 
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Figura 34: Deslocamentos radiais de uma análise estática para carga distribuída. 
 
Figura 35: Deslocamentos verticais de uma análise estática para carga distribuída. 
 
4.6 ANÁLISE DINÂMICA 
A análise dinâmica de uma estrutura pode ser considerada como uma extensão da análise estática. Este 
tipo de análise tem em conta a variação da ação no tempo e a sua consequência em termos de resposta 
da estrutura. Ao contrário da análise estática, na análise dinâmica é necessário considerar o efeito das 
forças de inércia resultantes [41]. 
Na modelação numérica deste tipo de análise, os elementos finitos deverão ter uma dimensão máxima 
compatível com o menor comprimento de onda que se pretende simular. Segundo Costa [7], 
atualmente considera-se que a dimensão dos elementos finitos deve ser cerca de 1/6 do comprimento 
de onda que se pretende simular. 
Por sua vez, a malha de elementos finitos deve ter uma dimensão suficiente para que o comprimento 
de onda associado à menor frequência de excitação se possa desenvolver, sendo recomendado que o 
domínio discretizado apresente, no mínimo, metade da dimensão do maior comprimento de onda em 
estudo [7]. 
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As condições fronteira, tal como referido anteriormente, são fronteiras absorventes, de forma a não 
existirem reflexões das ondas quando estas atingem as limitações do maciço impostas na modelação 
numérica. 
 
4.6.1 DEFINIÇÃO DA MALHA E DAS CONDIÇÕES DE FRONTEIRA 
Na definição da malha, tal como na análise estática, optou-se por refinar a malha na zona mais 
próxima aplicação da ação. Considerando que as ondas ao propagarem-se perdem energia e, 
consequentemente, velocidade, o seu comprimento de onda será menor à medida que a distância ao 
eixo axissimétrico aumenta. Assim, é possível aumentar as dimensões da malha nas zonas mais 
afastadas da zona da ação, permitindo uma economia computacional.   
Na Figura 36 é apresentada uma malha genérica com 30 metros de largura e 20 de comprimento 
utilizada na análise dinâmica. 
 
 
Figura 36: Malha para análise dinâmica com condições de fronteira absorventes.  
 
4.6.2 PULSO DE RICKER 
Quando se calcula a resposta dinâmica de sistemas, utiliza-se como excitação funções analíticas que 
dependem do tempo, geralmente estas funções são de forma simples e requerem poucos parâmetros 
para serem representadas graficamente. Em particular, o pulso de Ricker é útil porque permite o 
controlo direto sobre a eficiência da amostra e também pode facilmente identificar o pulso adequado 
para excitar um modelo com ênfase numa determinada frequência [42].  
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Analiticamente o pulso de Ricker define-se da seguinte forma: 
 
          
 
 
     
 
    (64) 
 
Sendo   um parâmetro de Ricker definido segundo a equação 65, em que    define o centro do pulso e 
   é o período característico do tempo: 
 
   
       
  
    (65) 
 
A duração da parte central do pulso é igual a    
  
 
. Na Figura 37 é apresentado um exemplo de um 
pulso de Ricker no domínio do tempo.  
 
 
Figura 37:Pulso de Ricker no domínio do tempo. 
 
O pulso de Ricker no domínio da frequência pode ser dado por: 
 
       
  
  
       
 
        (66) 
 
Sendo   um parâmetro de Ricker definido pela equação 67, em que         e    é a frequência 
máxima conhecida como frequência característica.  
 
   
 
  
    (67) 
 
Na Figura 38 é apresentado um pulso de Ricker no domínio da frequência.    




Figura 38: Pulso de Ricker no domínio da frequência. 
 
Para que a resposta de um sistema seja significativa, é necessário que o modelo da função de 
transferência e o pulso que o excita apresentem energia no mesmo intervalo de frequências. 
O pulso de Ricker no domínio do tempo utilizado nesta análise é exposto na Figura 39. O tempo que 
define o centro do pulso usado foi de          e o período característico do tempo usado foi de 
   
 
  
  . 
 
 
Figura 39: Pulso de Ricker no domínio de tempo para a análise dinâmica. 
 
Os deslocamentos radiais e verticais foram calculados, no domínio da frequência, para frequências até 
400 Hz. A função de transferência usada para inverter os resultados do domínio da frequência para o 
domínio do tempo é dada pela Figura 40. 
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Figura 40: Pulso de Ricker no domínio da frequência para a análise dinâmica. 
 
4.6.3 APRESENTAÇÃO DE RESULTADOS 
Tal como na análise estática, para esta análise dinâmica foram também realizados estudos para 
diferentes malhas e com propriedades distintas.  
Neste trabalho optou-se por apresentar os resultados para um maciço modelado através da malha 
exposta na Figura 36, e como propriedades um módulo de elasticidade de         , um 
coeficiente de Poisson de      , um coeficiente de amortecimento de        e uma massa 
volúmica de             .   
É possível definir os resultados para um dado tempo em função da velocidade ou em função do 
deslocamento. Optou-se, neste caso, por definir os resultados em termos de velocidade. Na Figura 41 e 
na Figura 42 expõe-se a velocidade em função do tempo para dois pontos situados à superfície, um 
distanciado 5 metros e outro distanciado 25 metros do eixo axissimétrico, respetivamente. 
  
 
Figura 41: Velocidade vertical de ponto à superfície a 5 metros do eixo axissimétrico para a análise dinâmica. 





Figura 42: Velocidade vertical de ponto à superfície a 25 metros do eixo axissimétrico para a análise dinâmica. 
 
Pode verificar-se que não existe qualquer tipo de reflexão das ondas no maciço, o que mostra que as 
PML estão a absorver totalmente as vibrações que atingem as fronteiras do sistema. De forma a 
comprovar este facto, na Figura 43 e na Figura 44 são apresentados os resultados para o mesmo 
maciço, com as mesmas propriedades, no entanto com as fronteiras absorventes desativadas, existindo 
apenas fronteiras elementares.  
 
 
Figura 43: Velocidade vertical de ponto à superfície a 5 metros do eixo axissimétrico para a análise dinâmica com 
as PML desativadas. 
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Figura 44: Velocidade vertical de ponto à superfície a 25 metros do eixo axissimétrico para a análise dinâmica 
com as PML desativadas. 
 
Em ambas as imagens é possível observar a existência de reflexões sem a aplicação das camadas 
absorventes. Verifica-se também que quanto mais próximos estão os pontos de observação das 
fronteiras, maiores são os efeitos das reflexões nos resultados.  
Atendendo-se agora à distribuição das vibrações no solo em função da profundidade, realizou-se a 
análise da trajetória das partículas situadas a diferentes distâncias do eixo axissimétrico e a 
profundidades diferentes. Na Figura 45, Figura 46, Figura 47 e Figura 48 estão representadas as 
trajetórias das partículas à superfície, a 2.5 metros, a 5 metros e a 10 metros de profundidade para 




Figura 45: Trajetória das partículas à superfície para        ,        e       




Figura 46: Trajetória das partículas a 2.5 metros de profundidade para        ,        e     . 
 
Figura 47: Trajetória das partículas a 5 metros de profundidade para        ,        e     . 
 
Figura 48: Trajetória das partículas a 10 metros de profundidade para        ,        e     . 
 
Verifica-se que nos pontos mais próximos do eixo axissimétrico, a principal componente responsável 
pelo deslocamento é a componente da direção vertical. À medida que a onda se propaga, a 
discrepância entre o deslocamento radial e o deslocamento vertical vai-se anulando. Denota-se 
também um decrescimento acentuado do valor dos deslocamentos, tanto em profundidade como na 
direção radial, motivado essencialmente pelo espalhamento da energia no maciço. 
Vibrações induzidas pela cravação de estacas. Análise e modelação numérica 
 
   57 
A trajetória das partículas situadas junto à superfície é aproximada a uma elipse retrógrada, que é 
característica das ondas Rayleigh (ondas de superfície). Por sua vez, as que se encontram a 
profundidades maiores apresentam linhas aproximadamente verticais, característica das ondas S 
(ondas de corte). 
 
4.7 CONSIDERAÇÕES FINAIS   
Neste capítulo apresentou-se toda a modelação numérica necessária à realização deste trabalho.  
Começou-se por abordar os conceitos inerentes aos diferentes tipos de domínios de análise, com 
recurso à transformada de Fourier. Fez-se uma exposição das equações de equilíbrio que serviram de 
base ao desenvolvimento das rotinas no MATLAB®; e apresentou-se o método dos estratos 
absorventes, que consiste em camadas de contorno que permitem a absorção das reflexões das ondas 
nas fronteiras artificiais. 
De forma a verificar se os códigos desenvolvidos estavam a funcionar corretamente, inicialmente, 
comparou-se os resultados estáticos com os obtidos pelo software PLANE, e depois verificou-se que 
nos resultados dinâmicos não havia a existência de reflexões das ondas no domínio de análise.  
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VIBRAÇÕES INDUZIDAS PELA 





Ao longo deste trabalho foram descritos processos e metodologias com o objetivo de desenvolver uma 
ferramenta capaz de prever as vibrações induzidas pela cravação de estacas.  
Neste capítulo são apresentadas as análises de vibrações realizadas através dos códigos desenvolvidos 
para a cravação de uma estaca por impacto. 
Tal como referido anteriormente, o comportamento do solo não é perfeitamente elástico e linear. No 
entanto, uma análise de interação solo-estaca permite obter uma aproximação dos resultados a 
distâncias significativas do ponto de cravação da estaca. Assim, numa primeira análise, avaliou-se as 
vibrações induzidas pela cravação de estacas para um solo com comportamento elástico linear. 
Contudo, verifica-se que para a estudo da não linearidade do comportamento do solo, existem, 
atualmente, diversos modelos de análise.  
O modelo constitutivo de Kelvin-Voigt com amortecimento histerético é o modelo teórico mais 
utilizado, o qual considera como principais parâmetros do solo o módulo de distorção,  , e o 
coeficiente de amortecimento histerético,  . O comportamento não linear do solo é tido em 
consideração efetuando análises em regime linear equivalente, exprimindo os valores do módulo de 
distorção secante e do coeficiente de amortecimento histerético equivalente em função do nível de 
distorção,  . Dada a sua simplicidade, o modelo é largamente utilizado na prática; contudo, sendo um 
modelo de natureza linear não permite estimar as deformações permanentes e torna-se inapropriada a 
sua aplicação em situações que envolvam grandes deformações do solo [43].  
Uma outra abordagem, de uso menos corrente, consiste em recorrer a modelos elastoplásticos, que 
permitem simular de forma mais realista o comportamento do solo. O obstáculo mais significativo à 
sua utilização sistemática reside na dificuldade em obter os parâmetros do modelo [43]. 
Neste trabalho, optou-se pelo modelo constitutivo de Kelvin-Voigt com amortecimento histerético, 





admitir-se que este tem um comportamento mecânico que pode ser aproximado por uma formulação 
elástica equivalente.   
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5.2 ANÁLISE LINEAR  
Ao longo dos últimos anos têm vindo a ser desenvolvidas inúmeras pesquisas com o intuito de estudar 
o processo de interação solo-estaca e de determinar os deslocamentos inerentes à cravação de estacas 
admitindo comportamento elástico e linear para um maciço geotécnico [44].  
A admissão deste tipo de comportamento em processos de cravação de estacas para pontos 
distanciados do ponto de cravação da estaca é aceite, no geral, uma vez que, mesmo sabendo-se que as 
deformações provocadas por este processo são superiores à gama de deformações do comportamento 




), através deste tipo de análise é possível obter-se uma aproximação dos 
valores das vibrações reais.  
 
5.2.1 DEFINIÇÃO DAS PROPRIEDADES 
A análise linear desenvolvida neste trabalho foi realizada com base nos dados utilizados por Masoumi 
[15] no seu estudo numérico de validação do modelo de interação dinâmica solo-estaca.  
Nesta análise, considerou-se uma estaca cilíndrica envolta num solo homogéneo com comportamento 
elástico e linear. A geometria e propriedades da estaca e do solo são apresentadas na Tabela 5.  
 
Tabela 5: Geometria e propriedades da estaca e do solo. 
Características Estaca Solo 
Diâmetro 0.5 m  
Comprimento 10 m  
Módulo de Elasticidade 4E10 Pa 4E08 Pa 
Coeficiente de Poisson 0.25 0.4 





Velocidade de propagação das ondas P 4000 m/s 700 m/s 
Velocidade de propagação das ondas S  285 m/s 
Amortecimento material  0.05 
 
5.2.2 DEFINIÇÃO DA MALHA 
A malha utilizada, à semelhança das anteriores, foi mais refinada na zona de análise. Optou-se por 
dividir a estaca em 6 camadas verticais, de forma e permitir uma correta perceção do desenvolvimento 
das vibrações no seu interior. Assim, optou-se também por considerar os elementos da malha na zona 
próxima da estaca com o mesmo tamanho dos elementos do interior da estaca, aumentando-se 
gradualmente o seu comprimento até à zona das camadas absorventes. Tal como referido no Capítulo 
4, considerou-se como dimensão de referência dos elementos finitos 1/6 do comprimento de onda da 
onda mais lenta, resultando em elementos com aproximadamente 0.3 metros. 
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Por fim, considerou-se uma malha com 25 metros de comprimento e 15 de profundidade, apresentada 
na Figura 49. 
 
 
Figura 49: Malha utilizada na análise linear. 
   
5.2.3 ANÁLISE DE RESULTADOS 
5.2.3.1 Impacto do martelo 
De forma a estimar-se as vibrações induzidas pela cravação de estacas por impacto, considerou-se a 
força de impacto do martelo calculada pelo Método de Newmark no Capítulo 3, apresentada 
sumariamente na Tabela 6. 
  
Tabela 6: Propriedades do martelo e da estaca necessárias à determinação da força de impacto do martelo. 
Rigidez do colchão de aço 1.6x10
6
 kN/m 
Massa do pilão 6868 kg 
Massa do conjunto capacete e colchão 850 kg 
Impedância da estaca 1960 kN.s/m 
Velocidade de impacto inicial 3 m/s 
Vibrações induzidas pela cravação de estacas. Análise e modelação numérica 
 
62  
Na Figura 50 e na Figura 51 é apresentada a força de impacto do martelo utilizada nesta análise, no 
domínio do tempo e no domínio da frequência, respetivamente. 
 
 
Figura 50: Força de impacto do martelo no domínio do tempo. 
 
 
Figura 51: Força de impacto do martelo no domínio da frequência. 
 
5.2.3.2 Análise das deformações octaédricas 
Considerando que o nível de deformações do solo não é sempre o mesmo ao longo de toda a malha, 
optou-se por analisar as deformações octaédricas para cada ponto. 
Na Figura 52 estão representadas três zonas onde o solo apresenta um nível de deformações distinto 
para a estaca cravada a 6 metros de profundidade. Verifica-se que na zona muito próxima da estaca, as 
deformações são superiores a       ; na zona circundante da estaca, a gama de deformações varia 
entre            ; por fim, na zona mais afastada da estaca, a gama de deformações são 
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inferiores a       . Assim, conclui-se que na zona próxima do local de cravação da estaca, a gama 
de deformações é superior àquelas que são admissíveis para o comportamento linear, podendo-se 
induzir que os resultados que se obtêm para esta zona estão mais afastados dos resultados reais.  
 
Figura 52: Deformações octaédricas para a estaca cravada a 6 metros. 
 
5.2.3.3 Análise no domínio do tempo 
O processo de cravação da estaca foi dividido em 3 fases: estaca cravada a 3 metros, estaca cravada a 
6 metros, e estaca cravada a 9 metros.  
Nas análises que se seguem foram selecionados alguns pontos característicos que permitem 
caracterizarem a evolução das vibrações ao longo do maciço terroso. Na Tabela 7 são indicadas as 
coordenadas de todos os pontos utilizados ao longo das diferentes análises no referencial      . Por 
sua vez, na Figura 53 estão representados esses mesmos pontos na malha utilizada para a análise linear.  
 
Tabela 7: Coordenadas dos pontos utilizados nas diferentes análises. 
Ponto Coordenada r Coordenada z 
A 0.5 0 
B 3 0 
C 5 0 
D 6 0 
E 10 0 
F 15 0 
G 20 0 
H 0.5 5 
I 3 5 
J 6 5 
K 10 5 
L 0.5 10 





Figura 53: Representação dos pontos utilizados nas diferentes análises. 
 
Na Figura 54 é mostrada a evolução da resultante da velocidade radial e vertical das vibrações para 
cada ponto em vários instantes para a estaca cravada a 3 metros.  
Na Figura 54 – a) está representada a norma da velocidade no momento do impacto. Pode observar-se 
parte da energia da onda a propagar-se no sentido descendente da estaca e outra parte a ser transmitida 
ao solo: a energia que é transmitida pela parte lateral da estaca propaga-se de forma cilíndrica, a que é 
transmitida pelo pé da estaca propaga-se de forma esférica.  
Na Figura 54 – b) visualiza-se a interação das ondas P e S (ondas de maior velocidade) com a 
superfície, dando origem à formação de ondas de superfície (Ondas Rayleigh). Na parte inferior do 
estrato verifica-se a continuação da propagação das ondas P e S, formando uma calota esférica.  
Analisando a Figura 54 – c), d), e), pode verificar-se que a velocidade das vibrações diminui à medida 
que estas se propagam devido, essencialmente, ao amortecimento geométrico.  
Na Figura 54 – f), g) observa-se a absorção completa das vibrações nas camadas absorventes, não 
existindo qualquer reflexão.  
Por fim, na Figura 54 – h) foi considerado um instante muito posterior à passagem do impulso pelo 
maciço. Nesta figura é possível observar que, há parte da energia no interior da estaca que continua a 
propagar-se indefinidamente, devido à não consideração de amortecimento material na estaca. À 
medida que a onda se propaga verticalmente, existe uma parte da energia que é transmitida ao terreno; 
no entanto esta quantidade é muito ínfima, levando a que a energia demore muito tempo até se dissipar 
totalmente.   
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a)  b) 
 




g)  h) 
Figura 54: Propagação das vibrações da cravação da estaca até 3 metros. 
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Comparando-se agora a norma da velocidade das vibrações originadas pelas três fases de cravação 
para três instantes diferentes (       ,         e         ), verifica-se, pela análise da Figura 
55, que a velocidade das vibrações, à medida que a onda se propaga, diminui consideravelmente, tanto 
na direção radial, como na direção vertical. Pode observar-se também que esta é muito superior na 
zona próxima da superfície, afetando assim muito mais as infraestruturas superficiais (exemplo de 
estruturas fundadas em sapatas) do que as que se encontram em profundidade (exemplo de estruturas 
fundadas em estacas ou microestacas). 
 
 
Figura 55: Norma da velocidade para o instante         (esquerda),         (centro) e          (direita) 
para a estaca cravada até      (cima),       (centro) e      (baixo). 
 
De forma a analisar com mais detalhe a variação da velocidade das vibrações em função do tempo, 
representou-se na Figura 56 a velocidade vertical, para a estaca cravada a 3 metros, para quatro pontos 
à superfície distanciados, respetivamente, 0.5 metros (Ponto A), 3 metros (Ponto B), 6 metros (Ponto 
D) e 10 metros (Ponto E) do local de cravação da estaca. Pela análise da figura, verifica-se que ocorre 
uma diminuição da velocidade das vibrações à medida que a distância ao ponto de cravação aumenta.  
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Figura 56: Velocidade vertical em função do tempo, para estaca cravada a 3 metros, para pontos à superfície 
distanciados 0.5 metros, 3 metros, 6 metros e 10 metros do ponto de cravação da estaca. 
 
Comparando os resultados anteriores com os obtidos, para os mesmos pontos à superfície, para as 
estacas cravadas a 6 metros e a 9 metros, observa-se na Figura 57 que à medida que a profundidade de 
cravação aumenta, ocorre uma diminuição da velocidade, sendo mais pronunciada entre a cravação da 
estaca de 3 metros e a de 6 metros. Verifica-se que não ocorre desfasamento da velocidade das 
vibrações em relação ao tempo em nenhum dos quatro pontos.    
 
 
Figura 57: Velocidade vertical em função do tempo, para os pontos à superfície distanciados 0.5 metros, 3 
metros, 6 metros e 10 metros do ponto de cravação da estaca para as estacas cravadas a 3 metros, a 6 metros e 
a 9 metros. 
 
Após a análise da velocidade vertical em função do tempo dos quatro pontos à superfície, efetuou-se a 
mesma análise para os mesmos pontos a 5 metros de profundidade para a estaca cravada a 3 metros.  
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Além da diminuição da velocidade das vibrações, na Figura 58 observa-se um desfasamento da 
velocidade vertical, sendo mais notório na zona mais próxima do ponto de cravação da estaca, devido 
ao facto de na zona próxima da superfície ocorrer a propagação das ondas Rayleigh, que têm uma 
velocidade de propagação menor. 
 
 
Figura 58: Velocidade vertical em função do tempo, para a estaca cravada a 3 metros, à superfície (linha 
interrompida) e a 5 metros de profundidade (linha a cheio) para pontos distanciados 0.5 metros, 3 metros, 6 
metros e 10 metros do ponto de cravação da estaca. 
 
Considerando-se ainda apenas a estaca cravada a 3 metros, na Figura 59 comparou-se para o ponto 
situado a 0.5 metros do ponto de cravação da estaca a velocidade vertical em função do tempo para 
três profundidades diferentes:      (Ponto A),      (Ponto H) e       (Ponto L). Mais 
uma vez, observa-se uma diminuição acentuada da velocidade das vibrações, sendo muito superior na 
zona mais superficial, uma vez que esta zona contém pontos com uma gama de deformações maiores 
em relação às restantes.  
 
Figura 59: Velocidade vertical em função do tempo, para estaca cravada a 3 metros, para     ,      e 
     . 
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Por fim, na Figura 60 comparou-se a velocidade vertical em função do tempo para a estaca cravada a 3 
metros, a 6 metros e a 9 metros, para um ponto distanciado 0.5 metros do ponto de cravação da estaca, 
para três profundidades diferentes:      (Ponto A),      (Ponto H) e       (Ponto L). 
Como verificado nas análises anteriores, há uma diminuição da velocidade das vibrações à medida que 
aumenta a distância vertical ao ponto de cravação e a profundidade de cravação, assim como um 
desfasamento da velocidade de propagação das vibrações com o aumento da profundidade do maciço.  
 
 
Figura 60: Velocidade vertical em função do tempo, para estacas cravadas a 3 metros, a 6 metros e a 9 metros, 
num ponto distanciado 0.5 metros do ponto de cravação da estaca, para      (linha simples),      (linha 
com circunferências) e       (linha com cruzes). 
 
Na Figura 61, Figura 62 e Figura 63 estão representados os deslocamentos radiais em função dos 
deslocamentos verticais para a estaca cravada a 3 metros a 0.5 metros (esquerda), a 10 metros (centro) 
e a 20 metros (direita) do ponto de cravação da estaca. Verifica-se que à medida que a distância radial 
e vertical aumenta, os deslocamentos diminuem. Na zona próxima da superfície, a componente 
horizontal do deslocamento em função da componente vertical forma uma elipse, característica das 
ondas Rayleigh. Nas zonas mais profundas e mais afastadas da zona de cravação, observa-se que as 
curvas obtidas são praticamente verticais, devido à componente horizontal do deslocamento ser muito 
pequena; tal é característico das ondas de corte.     
 




Figura 61: Deslocamento radial em função do deslocamento vertical à superfície para a estaca cravada a 3 
metros para pontos distanciados 0.5 metros (esquerda), a 10 metros (centro) e a 20 metros (direita) do ponto de 
cravação da estaca. 
 
 
Figura 62: Deslocamento radial em função do deslocamento vertical a 5 metros de profundidade para a estaca 
cravada a 3 metros para pontos distanciados 0.5 metros (esquerda), a 10 metros (centro) e a 20 metros (direita) 
do ponto de cravação da estaca. 
 
 
Figura 63: Deslocamento radial em função do deslocamento vertical a 10 metros de profundidade para a estaca 
cravada a 3 metros para pontos distanciados 0.5 metros (esquerda), a 10 metros (centro) e a 20 metros (direita) 
do ponto de cravação da estaca. 
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Na Figura 64, Figura 65 e Figura 66 estão representados os deslocamentos radiais em função dos 
deslocamentos verticais para a estaca cravada a 6 metros a 0.5 metros (esquerda), a 10 metros (centro) 
e a 20 metros (direita) do ponto de cravação da estaca. Comparando com os resultados apresentados 
para a estaca cravada a 3 metros, verifica-se que apresentam as mesmas características, no entanto os 
deslocamentos para as mesmas distâncias, às mesmas profundidades são menores. 
 
Figura 64: Deslocamento radial em função do deslocamento vertical à superfície para a estaca cravada a 6 
metros para pontos distanciados 0.5 metros (esquerda), a 10 metros (centro) e a 20 metros (direita) do ponto de 
cravação da estaca. 
 
Figura 65: Deslocamento radial em função do deslocamento vertical a 5 metros de profundidade para a estaca 
cravada a 6 metros para pontos distanciados 0.5 metros (esquerda), a 10 metros (centro) e a 20 metros (direita) 
do ponto de cravação da estaca. 
 
Figura 66: Deslocamento radial em função do deslocamento vertical a 10 metros de profundidade para a estaca 
cravada a 6 metros para pontos distanciados 0.5 metros (esquerda), a 10 metros (centro) e a 20 metros (direita) 
do ponto de cravação da estaca. 
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Por sua vez, na Figura 67, Figura 68 e Figura 69 estão representados os deslocamentos radiais em 
função dos deslocamentos verticais para a estaca cravada a 9 metros a 0.5 metros (esquerda), a 10 
metros (centro) e a 20 metros (direita) do ponto de cravação da estaca. Comparando com os resultados 
obtidos anteriormente, verifica-se que a diminuição dos valores dos deslocamentos é menos acentuada 
do que aquela que se verificou da estaca de 3 metros para a estaca de 6 metros. Observa-se também 
que neste caso a componente horizontal dos deslocamentos é mais relevante do que nos casos 
anteriores, devido à profundidade de cravação ser maior. 
 
 
Figura 67: Deslocamento radial em função do deslocamento vertical à superfície para a estaca cravada a 9 
metros para pontos distanciados 0.5 metros (esquerda), a 10 metros (centro) e a 20 metros (direita) do ponto de 
cravação da estaca. 
 
 
Figura 68: Deslocamento radial em função do deslocamento vertical a 5 metros de profundidade para a estaca 
cravada a 9 metros para pontos distanciados 0.5 metros (esquerda), a 10 metros (centro) e a 20 metros (direita) 
do ponto de cravação da estaca. 
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Figura 69: Deslocamento radial em função do deslocamento vertical a 10 metros de profundidade para a estaca 
cravada a 9 metros para pontos distanciados 0.5 metros (esquerda), a 10 metros (centro) e a 20 metros (direita) 
do ponto de cravação da estaca. 
 
Na Figura 70 é possível observar a atenuação da velocidade radial máxima em função da distância ao 
ponto de cravação da estaca. Verifica-se que na zona mais próxima da estaca há um ligeiro 
crescimento da velocidade radial das vibrações, motivado pela imposição de esta ser nula no eixo 
axissimétrico, seguindo-se um decrescimento exponencial desta à medida que se a distância ao eixo 
axissimétrico aumenta.  
  
 
Figura 70: Velocidade radial máxima em função da distância ao ponto de cravação da estaca. 
 
Por sua vez, na Figura 71 é possível observar a atenuação da velocidade vertical máxima das vibrações 
em função da distância ao ponto de cravação da estaca. Verifica-se um decrescimento exponencial da 
velocidade em função do aumento da distância ao ponto de cravação. Considerando a aproximação 
dos resultados obtidos a uma função exponencial, foi possível obter uma expressão numérica para 
cada profundidade de cravação da estaca, apresentadas na Tabela 8. 




Figura 71: Velocidade vertical máxima em função da distância ao ponto de cravação da estaca. 
 
Tabela 8: Funções exponenciais para cada profundidade de cravação da estaca. 
Profundidade de cravação da estaca Função Exponencial 
3 metros            
        
6 metros            
        
9 metros            
        
 
Este decrescimento exponencial é devido essencialmente ao amortecimento do material, tal como 
apresentado anteriormente pela equação de Bornitz. 
A Figura 72 e Figura 73 representam a velocidade vertical máxima em função da profundidade para a 
estaca cravada a 3 metros, a 6 metros e a 9 metros, a uma distância de 0.5 (Ponto A) metros e 20 
metros (Ponto G) do ponto de cravação, respetivamente. Na zona com cota próxima da ponta da 
estaca, onde ocorre a propagação de ondas corte de forma esférica, a distribuição da velocidade 
máxima vertical é aproximadamente uniforme. À medida que a distância ao local de cravação 
aumenta, verifica-se um decaimento exponencial da velocidade em profundidade, característico das 
ondas Rayleigh. 
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Figura 72: Velocidade vertical máxima em função da profundidade a 0.5 metros do local de cravação da estaca. 
 
 
Figura 73: Velocidade vertical máxima em função da profundidade a 20 metros do local de cravação da estaca. 
 
5.2.3.4 Análise no domínio da frequência 
Após a análise da velocidade no domínio do tempo, optou-se por analisá-la no domínio da frequência. 
Na Figura 74 é apresentada a velocidade vertical das vibrações para pontos situados à superfície, a 
     (Ponto C),       (Ponto E),       (Ponto F) e       (Ponto G) do eixo 
assiximétrico, para a estaca cravada até 3 metros. Verifica-se que o conteúdo em frequência induzido 
pela cravação da estaca diminui com o aumento da distância à zona de impacto do martelo. No 
entanto, observa-se que mesmo para uma distância de 20 metros ao ponto de cravação de estacas, 
ainda existe um conteúdo energético apreciável para frequências acima dos 50 Hz.   
 




Figura 74: Velocidade para pontos situados à superfície, a r=5m, r=10, r=15m e r=20 m do eixo axissimétrico, 
para estaca cravada até 3 metros, no domínio da frequência. 
 
Na Figura 75 foi realizada a comparação das três fases da cravação da estaca para um ponto situado à 
superfície, a 20 metros do eixo axissimétrico. Verifica-se que o conteúdo energético diminui à medida 
que aumenta a profundidade de cravação, assim é possível aumentar a frequência de cravação da 
estaca conforme esta vai sendo cravada, possibilitando tornar o processo mais célere.   
 
 
Figura 75: Velocidade para ponto situado à superfície, a 20 metros do eixo axissimétrico, no domínio da 
frequência. 
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5.2.3.5 Análise da influência da rigidez 
De forma a avaliar a influência da rigidez do solo na transmissão de vibrações devido ao processo de 
cravação de estacas, efetuou-se uma análise para a cravação da estaca a 6 metros com os mesmos 
parâmetros definidos anteriormente, e com as mesmas propriedades do solo à exceção do módulo de 
elasticidade que se admitiu metade do valor considerado anteriormente,         .  
Na Figura 76 estão representadas as deformações octaédricas para a estaca cravada a 6 metros com 
metade do módulo de elasticidade considerado na análise anterior (        ). Comparando esta 
figura com a Figura 52, verifica-se que o solo com metade da rigidez apresenta uma zona maior com 
deformações mais acentuadas. Tal facto deve-se à menor rigidez do solo, o que acarreta, naturalmente, 
maiores níveis de deformação.    
 
 
Figura 76: Deformações octaédricas para estaca cravada a 6 metros com          (cima) e com   
       (baixo). 
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Analisando-se agora a norma da velocidade para três instantes diferentes (       ,         e 
        ) para a estaca cravada a 6 metros num solo com          e         , observa-
se na Figura 77 que as vibrações originadas pela cravação da estaca a 6 metros num solo com   
       apresentam uma velocidade maior, no entanto, estas progridem no terreno mais lentamente, 
quando comparadas com a cravação da estaca a 6 metros num solo com         , devido ao 




Figura 77: Norma da velocidade para o instante         (esquerda),         (centro) e          (direita) 
para a estaca cravada a 6 metros num solo com          (cima) e          (baixo). 
 
Na Figura 78 está representada a variação da velocidade vertical em função do tempo, para a estaca 
cravada a 6 metros num solo com          e         , para quatro pontos à superfície 
distanciados, respetivamente, 0.5 metros, 3 metros, 6 metros e 10 metros do ponto de cravação da 
estaca. Tal como já verificado na Figura 77, para a estaca cravada a 6 metros num solo com   
      , a velocidade de propagação das vibrações é maior, contudo as vibrações inerentes a esta 
cravação demoram mais tempo a atingir o mesmo ponto a uma dada distância do local de cravação, 
quando comparada com a estaca cravada a 6 metros num solo com         .  
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Figura 78: Velocidade vertical em função do tempo, para estaca cravada a 6 metros num solo com          
(linha a cheio) e          (linha interrompida), para pontos à superfície distanciados 0.5 metros, 3 metros, 6 
metros e 10 metros do ponto de cravação da estaca. 
 
Comparando agora, para o ponto situado a 0.5 metros do ponto de cravação da estaca, a velocidade 
vertical em função do tempo para três profundidades diferentes:     ,      e       para a 
estaca cravada a 6 metros num solo com          e         , verifica-se pela análise da 
Figura 79 que à medida que a profundidade aumenta, a diferença entre a velocidade vertical das 
vibrações para a estaca cravada a 6 metros num solo com          e com          também 




Figura 79: Velocidade vertical em função do tempo, para a estaca cravada a 6 metros num solo com   
       (linha a cheio) e          (linha interrompida), num ponto distanciado 0.5 metros do ponto de 
cravação da estaca, para z=0 m, z=5 m e z=10 m 
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Na Figura 80 é possível observar a atenuação da velocidade máxima radial em função da distância ao 
ponto de cravação da estaca num solo com          e         . Verifica-se que a estaca 
cravada no solo com o módulo de elasticidade inferior apresenta uma velocidade radial das vibrações 
maior para todos os pontos da superfície. Tal como verificado anteriormente, esta atenuação das 
vibrações é de forma exponencial. 
  
 
Figura 80: Velocidade radial máxima em função da distância ao ponto de cravação da estaca num solo com 
         e         . 
 
Na Figura 81 está representada a velocidade máxima vertical em função da distância ao ponto de 
cravação da estaca num solo com          e         . Tal como na Figura 71, observa-se 




Figura 81: Velocidade vertical máxima em função da distância ao ponto de cravação da estaca num solo com 
         e         . 
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Aproximando-se os resultados obtidos para a cravação da estaca a 6 metros num solo com   
       a uma função exponencial, à semelhança do que foi feito anteriormente, obteve-se a 
seguinte expressão numérica:           
       .  
Na Figura 82 está representada a velocidade vertical máxima em função da profundidade para um 
ponto situado a 0.5 metros do local de cravação da estaca. Verifica-se que até à profundidade de 6.84 
metros a velocidade vertical máxima das vibrações inerentes à cravação da estaca para o solo com 
         é superior à do solo com         . A partir dessa profundidade, a velocidade 
vertical das vibrações inerentes à cravação da estaca para o solo com          passa a ser 
inferior à do solo com         . 
 
Figura 82: Velocidade vertical máxima em função da profundidade a 0.5 metros do local de cravação da estaca. 
 
Por sua vez, na Figura 83 está representada a velocidade vertical máxima em função da profundidade 
para um ponto situado a 10 metros do local de cravação da estaca. Observa-se também que a 
velocidade vertical máxima das vibrações inerentes à cravação da estaca para solo com          
é superior à do solo com         , desta vez até uma profundidade de 8.50 metros. A partir 
dessa profundidade, a velocidade vertical das vibrações inerentes à cravação da estaca para o solo com 
         passa a ser inferior à do solo com         . 
 
Figura 83: Velocidade vertical máxima em função da profundidade a 10 metros do local de cravação da estaca. 
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Realizando-se agora a análise no domínio da frequência, verifica-se pela observação da Figura 84, que 
a estaca cravada para o solo com          apresenta valores de velocidade vertical das vibrações 
maiores para gamas de frequências inferiores a 100 Hz. O intervalo de frequências entre os 20 Hz e os 
40 Hz é, possivelmente, o mais prejudicial às estruturas, uma vez que é nesta gama de frequências que 
ocorre a ressonância dos elementos estruturais destas. Assim, verifica-se que a cravação de estacas 
num solo com um módulo de deformabilidade inferior é mais gravosa para as estruturas.  
 
 
Figura 84: Velocidade para ponto situado à superfície, a 20 metros do eixo axissimétrico, no domínio da 
frequência. 
 
5.3 ANÁLISE LINEAR EQUIVALENTE 
5.3.1 DESCRIÇÃO DO MÉTODO 
A análise de resultados pode também ser realizada através de uma análise linear equivalente, que 
permite ter em consideração o comportamento não linear do solo, quando este está sujeito a 




. Para tal, é necessário conhecer dois parâmetros dependentes do 
nível de distorção e caracterizadores da trajetória tensão-deformação seguida em cada ciclo: i) a sua 
inclinação, ou seja, a rigidez secante,     ; ii) a área interior ao ciclo, ou seja, o amortecimento. 
Na Figura 85 está representada uma trajetória de tensões-deformações para uma carga cíclica 
simétrica, onde se pode verificar que ocorre um decréscimo da rigidez e um aumento da dissipação 
energética à medida que o nível de distorção aumenta, sem a ocorrência de um acréscimo da 
degradação de rigidez em função do número de ciclos [7]. 
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Figura 85: Trajetória de tensão deformação para solicitação cíclica simétrica. 
  
Para o desenvolvimento da metodologia é então necessário o conhecimento de dois tipos de 
informação: i) as propriedades do solo para muito pequenas deformações; ii) as leis de evolução da 
degradação de rigidez e aumento de amortecimento mediante o nível de distorção experimentado [7]. 
O índice de plasticidade,   , e a tensão de confinamento,    , são os parâmetros que apresentam 
maior influência no processo de degradação de rigidez (e aumento de amortecimento) com o 
incremento do nível de distorção.  
As expressões matemáticas das referidas leis de degradação de rigidez e aumento de amortecimento 
são dadas, respetivamente, pelas equações 68 e 69, sendo a tensão de confinamento,    , expressa em 
kN/m
2
 [7, 45]: 
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As funções   e      dependem do nível de distorção,  , e do índice de plasticidade,   , e são 
dadas pelas equações 70 e 71 [7, 45]:  
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A função   depende do índice de plasticidade do solo, sendo maior à medida que este aumenta [7, 45]: 
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O nível de distorção de referência para um estado axissimétrico pode ser expresso em função das 
deformações octaédricas [7]: 
 
            
 
 
                                   (73) 
 
em que εi e γij representam as componentes do tensor das deformações e α corresponde a um 
parâmetro de ponderação situado entre 0.5 e 0.7. Usualmente, em Engenharia Sísmica, considera-se α 
correspondente a 0.65. 
Assim, através de um processo iterativo, os níveis de distorção em cada elemento são avaliados e as 
respetivas propriedades mecânicas (módulo de distorção e amortecimento) são atualizadas em cada 
iteração até que se obtenha uma concordância aceitável entre essas propriedades e o nível de distorção 
induzido em cada elemento finito. Neste trabalho considerou-se uma tolerância de 5% na convergência 
do método. 
 
5.3.2 DEFINIÇÃO DAS PROPRIEDADES E DA MALHA 
Para a realização desta análise consideraram-se as mesmas propriedades e a mesma malha adotadas na 
análise linear. A geometria e propriedades da estaca e as propriedades iniciais do solo são apresentadas 
na Tabela 9. 
 
Tabela 9: Geometria e propriedades da estaca e propriedades iniciais do solo. 
Características Estaca Solo 
Diâmetro 0.5 m  
Comprimento 10 m  
Módulo de Elasticidade 4E10 Pa 4E08 Pa 
Coeficiente de Poisson 0.25 0.4 





Velocidade de propagação das ondas P 4000 m/s 700 m/s 
Velocidade de propagação das ondas S  285 m/s 
Amortecimento material  0.05 
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Na determinação da tensão média de confinamento, considerou-se que as tensões eram exclusivamente 
originadas pelo peso próprio do maciço, ou seja, que este se encontrava em repouso e sem a presença 
de água. Assim para a determinação da tensão média de confinamento, calculada para o centro de cada 
elemento finito, recorreu-se à equação 74: 
 
               (74) 
 
em que    é o coeficiente de impulso de repouso que é igual à razão da tensão efetiva horizontal de 
repouso pela tensão efetiva vertical de repouso,   é o peso volúmico do solo e   é a profundidade do 
ponto. 
 
5.3.3 ANÁLISE DE RESULTADOS  
Na análise dos resultados da análise linear equivalente, à semelhança das análises anteriores, 
começou-se por analisar as deformações octaédricas para cada ponto para a estaca cravada a 6 metros. 
Na Figura 86 estão representadas as deformações octaédricas obtidas pela análise linear (cima) e pela 
análise linear equivalente (baixo). Observa-se que a zona do solo com deformações superiores a 
       obtidas pela análise linear equivalente é superior à correspondente, obtida pela análise 
linear, o que seria expectável já que se promoveu a redução da rigidez do solo nas zonas afetadas por 
menores níveis de deformação.  
 
 




Figura 86: Deformações octaédricas para estaca cravada a 6 metros pela análise linear (cima) e pela análise 
linear equivalente (baixo). 
 
Na análise da norma da velocidade para três instantes diferentes (       ,         e         ) 
para a estaca cravada a 6 metros pela análise linear equivalente e pela análise linear, observa-se na 
Figura 87 que as vibrações originadas pela cravação da estaca a 6 metros pela análise linear 
equivalente apresentam uma velocidade muito superior, no entanto, estas progridem no terreno muito 
mais lentamente, quando comparadas com as obtidas pela análise linear, devido ao facto de a primeira 
análise apresentar uma degradação de rigidez. Verifica-se que na zona inferior do maciço, apesar da 




Figura 87: Norma da velocidade para o instante         (esquerda),         (centro) e          (direita), 
para a estaca cravada a 6 metros pela análise linear equivalente (cima) e pela análise linear (baixo). 
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Na Figura 88 está representada a variação da velocidade vertical em função do tempo, para a estaca 
cravada a 6 metros para a análise linear equivalente, para quatro pontos à superfície distanciados, 
respetivamente, 0.5 metros, 3 metros, 6 metros e 10 metros do ponto de cravação da estaca. Observa-
se que as vibrações entre o ponto        e      (pontos próximos do local de cravação da 
estaca) demoram mais tempo a propagar-se do que as vibrações entre o ponto      e       
(pontos mais afastados do local de cravação da estaca), apesar de estes terem uma distância maior 
entre eles. Esta discrepância no tempo de propagação das vibrações, tal como referido anteriormente, 
deve-se a uma menor velocidade de propagação destas e a um maior amortecimento nas zonas 
afetadas por maiores níveis de deformação. Na zona mais próxima do local de cravação verifica-se 
uma pequena perturbação dos resultados, motivada pela elevada degradação de rigidez nessa zona que 
não é fielmente retratada pela análise linear equivalente.  
 
 
Figura 88: Velocidade vertical em função do tempo, para estaca cravada a 6 metros, para pontos à superfície 
distanciados 0.5 metros, 3 metros, 6 metros e 10 metros do ponto de cravação da estaca, pela análise linear 
equivalente. 
 
Comparando os resultados anteriores com os obtidos para a estaca cravada a 6 metros pela análise 
linear, verifica-se, pela análise da Figura 89, que a velocidade de propagação das vibrações, para os 
pontos mais próximos do local de cravação da estaca, é superior na análise linear equivalente; no 
entanto, para os restantes pontos, a velocidade de propagação das vibrações é menor. Observa-se 
também que o desfasamento da velocidade das vibrações em relação ao tempo é mais acentuado à 
medida que a distância ao ponto de cravação aumenta, uma vez que grande parte da energia originada 
pela cravação é absorvida na zona de grandes deformações, ou seja, na zona próxima da estaca. 
 





Figura 89: Velocidade vertical em função do tempo para estaca cravada a 6 metros, para pontos à superfície 
distanciado 0.5 metros (cima – esquerda), 3 metros (cima – direita), 6 metros (baixo – esquerda) e 10 metros 
(baixo – direita) do ponto de cravação da estaca, pela análise linear equivalente e pela análise linear. 
 
Analisando-se agora, para o ponto situado a 0.5 metros do local de cravação da estaca, a velocidade 
vertical em função do tempo para três profundidades diferentes:     ,      e       para a 
estaca cravada a 6 metros pela análise linear equivalente, verifica-se pela observação da Figura 90 que 
a diferença entre a velocidade vertical das vibrações para      e      é muito pequena, sendo 
que as vibrações para a profundidade      propagam-se mais rapidamente, uma vez que as 
deformações na zona envolvente da parte inferior da estaca são inferiores.  
 
 
Figura 90: Velocidade vertical em função do tempo, para a estaca cravada a 6 metros, num ponto distanciado 0.5 
metros do ponto de cravação da estaca, para     ,      e      , pela análise linear equivalente. 
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Por sua vez, na Figura 91 estão representados individualmente os mesmos pontos para a análise linear 
equivalente e para a análise linear. Constata-se que a velocidade vertical das vibrações é sempre 
superior para a análise linear equivalente, à exceção do ponto situado a 10 metros de profundidade. 
Verifica-se também que o desfasamento da velocidade entre a análise linear equivalente e a análise 
linear é igual para os três pontos. 
 
 
Figura 91: Velocidade vertical em função do tempo, para a estaca cravada a 6 metros, num ponto distanciado 0.5 
metros do ponto de cravação da estaca, para      (cima – esquerda),      (cima – direita) e       
(baixo), pela análise linear equivalente e pela análise linear. 
 
Na Figura 92 é possível observar a atenuação da velocidade máxima radial em função da distância ao 
ponto de cravação da estaca pela análise linear equivalente e pela análise linear. Verifica-se que na 
zona adjacente à estaca, a velocidade radial máxima obtida pela análise linear equivalente, é muito 
superior à correspondente obtida pela análise linear; até cerca de 9 metros do local de cravação da 
estaca, a velocidade radial máxima obtida pela análise linear equivalente decresce acentuadamente, 
sofrendo, posteriormente, um pequeno aumento a esta distância. A partir dos 15 metros, a velocidade 
radial máxima das vibrações começa a diminuir exponencialmente, tal como acontece na análise 
linear. Este decrescimento acentuado da velocidade radial máxima na análise linear equivalente deve-
se ao elevado amortecimento na zona próxima da cravação da estaca, já que promove uma maior 
absorção da energia nesta zona. 
 




Figura 92: Velocidade radial máxima em função da distância ao ponto de cravação da estaca pela análise linear 
equivalente e pela análise linear. 
 
Na Figura 93 está representada a velocidade máxima vertical em função da distância ao ponto de 
cravação da estaca pela análise linear equivalente e pela análise linear. Nesta figura é possível 
observar um decrescimento exponencial da velocidade vertical máxima das vibrações obtida pela 
análise linear equivalente. Até cerca de 1 metro do local de cravação da estaca, a velocidade para esta 
análise é superior à velocidade para a análise linear; a partir desta distância, as velocidades passam a 
ser muito próximas, sendo que a da análise linear equivalente é inferior.  
  
 
Figura 93: Velocidade vertical máxima em função da distância ao ponto de cravação da estaca pela análise linear 
equivalente e pela análise linear. 
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Na Figura 94 está representada a velocidade vertical máxima em função da profundidade para um 
ponto situado a 0.5 metros do local de cravação da estaca. Verifica-se que, até à profundidade de 
aproximadamente a cota de cravação da estaca, a velocidade vertical máxima das vibrações pela 
análise linear equivalente é superior à da análise linear. A partir dessa profundidade, a velocidade 
vertical das vibrações pela análise linear equivalente passa a ser inferior à da análise linear. 
 
 
Figura 94: Velocidade vertical máxima em função da profundidade para um ponto situado a 0.5 metros do local 
de cravação da estaca, pela análise linear equivalente e pela análise linear. 
 
Por sua vez, na Figura 95 está representada a velocidade vertical máxima em função da profundidade 
para um ponto situado a 10 metros do local de cravação da estaca. Observa-se que a configuração das 
curvas da velocidade vertical máxima das vibrações são semelhantes, sendo que a velocidade das 
vibrações obtida análise linear equivalente é inferior à obtida pela análise linear, sendo esta diferença 
mais notória à superfície.  
 
 
Figura 95: Velocidade vertical máxima em função da profundidade para um ponto situado a 10 metros do local de 
cravação da estaca, pela análise linear equivalente e pela análise linear. 
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Realizando-se agora a análise no domínio da frequência para um ponto situado a 20 metros do local de 
cravação da estaca, apresentada na Figura 96, verifica-se que a velocidade vertical das vibrações 
obtida pela análise linear equivalente é muito superior à obtida pela análise linear até cerca de 40 Hz. 
No entanto, a partir desta gama de frequências, a análise linear exibe valores da velocidade vertical das 
vibrações superiores, podendo-se concluir que a análise linear equivalente apresenta resultados mais 
gravosos para as estruturas. O decrescimento acentuado da gama de frequências mais elevadas deve-se 
ao aumento do amortecimento material na zona próxima do local de cravação, que leva a uma 
atenuação forte dos níveis de vibração associados às frequências mais elevadas. Tal pode ser 
confirmado pela análise da Figura 97, onde se observa que, para um ponto situado a 5 metros do local 
de cravação de estacas, já ocorreu grande parte da atenuação dos níveis de vibração associados às 
frequências mais elevadas. 
 
 
Figura 96: Velocidade para ponto situado à superfície, a 20 metros do eixo axissimétrico, no domínio da 
frequência, pela análise linear equivalente e pela análise linear. 
 
 
Figura 97: Velocidade para ponto situado à superfície, a 5 metros do eixo axissimétrico, no domínio da 
frequência, pela análise linear equivalente e pela análise linear. 
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5.4 CONSIDERAÇÕES FINAIS 
Neste capítulo foram apresentados os resultados obtidos pela análise linear e pela análise linear 
equivalente para as vibrações induzidas pela cravação de estacas por impacto. 
Na análise linear foram comparados os resultados para três fases de cravação da estaca: estaca cravada 
a 3 metros, estaca cravada a 6 metros, e estaca cravada a 9 metros. Fez-se uma análise das 
deformações octaédricas, seguindo-se uma análise no domínio do tempo, onde se estudou a velocidade 
e os deslocamentos de vários pontos ao longo do maciço em função do tempo, e posteriormente fez 
uma análise no domínio da frequência, onde se estudou a velocidade vertical em função da frequência. 
Nesta análise avaliou-se a influência da rigidez do solo na transmissão de vibrações devido ao 
processo de cravação de estacas, através da análise para a cravação da estaca a 6 metros para um solo 
com metade do módulo de elasticidade admitido nas análises anteriores, tendo-se verificado que este é 
mais gravoso para as estruturas, quando sujeito a um processo de cravação de estacas. 
Por fim, na análise linear equivalente foram realizados os mesmos estudos da análise linear, tendo-se 
comparado entre elas os resultados obtidos. 
Em ambas as análises verificou-se um decrescimento da velocidade em função do aumento da 
distância ao ponto de cravação da estaca, tanto na direção radial como em profundidade, afetando 
assim muito mais as infraestruturas superficiais do que as que se encontram em profundidade. 
Conclui-se que à medida que a profundidade de cravação aumenta, ocorre um decrescimento das 
vibrações, podendo-se aumentar a frequência de cravação à medida que a estaca vai sendo cravada.    
A diminuição da rigidez do solo faz com que as vibrações se propaguem mais lentamente, devido à 
gama de deformações do solo ser maior. 
Pôde confirmar-se que na zona mais próxima do local de cravação das estacas, a análise linear não 
consegue traduzir corretamente o comportamento do solo, devido à gama de deformações nesta zona 
ser muito elevada. 
Salienta-se que estas conclusões se limitam a apenas a um cenário geotécnico com um único tipo de 
martelo, sendo necessário a realização de mais estudos, de forma a confirmar as conclusões obtidas. 
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Este trabalho teve com objetivo o desenvolvimento de uma ferramenta capaz de prever as vibrações 
inerentes ao processo de cravação de estacas, através do software MATLAB
®
.   
Para tal, começou-se por introduzir os conceitos fundamentais ao estudo da propagação de vibrações 
em meios terrosos, apresentando-se os vários modelos de comportamento do solo e a sua 
adequabilidade ao tipo de problema em estudo e do consequente nível de deformação induzido no 
solo. Introduzira-se também os diferentes conceitos inerentes às vibrações e as diferentes formas de 
propagação das ondas, nomeadamente os vários tipos de movimentos vibratórios, e os tipos de ondas 
que se poderão propagar num meio elástico semi-indefinido. Foram também apresentados os 
processos que afetam a propagação das ondas: reflexão, refração, dispersão e amortecimento. 
De seguida foram descritos os processos de cravação de estacas por impacto e por vibração. Para cada 
tipo de cravação foi apresentada uma descrição dos equipamentos utilizados e a sua forma de 
funcionamento, assim como, as formulações numéricas para os sistemas de interação equipamento de 
crava  o  estaca. Foi abordado o processo de transfer ncia de energia desde a intera  o e uipamento 
de crava  o  estaca, passando pela interação estaca  solo, até à interação solo  estrutura. Nesta fase 
final, foram referidos alguns impactes ambientais provocados pelas vibrações da cravação de estacas e 
possíveis medidas de mitigação. 
Posto isto, desenvolveu-se a modelação numérica necessária à realização da ferramenta capaz de 
prever as vibrações inerentes ao processo de cravação de estacas. Apresentou-se os conceitos 
subjacentes aos diferentes tipos de domínios de análise, com recurso à transformada de Fourier. De 
seguida, foi feita uma exposição das equações de equilíbrio que serviram de base ao desenvolvimento 
das rotinas no MATLAB
®
, tendo-se apresentado o método dos estratos absorventes, uma vez que foi 
este o método adotado na definição das condições fronteira do problema. Posteriormente fez-se uma 
exposição das formulações numéricas axissimétricas para a análise estática e dinâmica, e dos 
respetivos resultados, tendo-se concluído que para ambos os casos, o código estava a funcionar 
corretamente, não havendo, no caso da análise dinâmica, reflexões espúrias das ondas.  
No final, analisou-se dos resultados obtidos pelo código axissmétrico desenvolvido, de forma 
praticamente integral, através do software MATLAB
®
, no âmbito desta dissertação a partir de algumas 
rotinas existentes. Inicialmente o solo foi considerado com comportamento elástico e linear e, 
posteriormente, foi considerado o seu comportamento não linear, através da realização de uma análise 
linear equivalente. 
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Na análise linear, começou-se por estudar deformações octaédricas do maciço, obtendo-se a sua 
evolução ao longo deste, tendo-se verificado que na zona próxima do local de cravação da estaca, a 
gama de deformações é superior àquelas que são admissíveis para o comportamento linear, podendo-
se induzir que os resultados que se obtêm para esta zona estão mais afastados dos resultados reais.  
Posteriormente analisou-se a evolução da velocidade das vibrações e os deslocamentos derivados da 
cravação das estacas, para vários pontos ao longo do maciço em função do tempo. Verificou-se que à 
medida que as vibrações se propagam, a sua velocidade máxima diminui tanto na direção radial, como 
na direção vertical devido, essencialmente, ao amortecimento geométrico. Verificou-se também que há 
parte da energia no interior da estaca que continua a propagar-se indefinidamente, devido à não 
consideração de amortecimento material na estaca. Constatou-se também que velocidade das vibrações 
é muito superior na zona próxima da superfície, afetando assim muito mais as infraestruturas 
superficiais do que as que se encontram em profundidade. 
Ao comparar-se a velocidade para vários pontos ao longo do maciço, para as estacas cravadas a 
diferentes profundidades, observou-se que à medida que a profundidade de cravação aumenta, ocorre 
uma diminuição da velocidade, sendo esta redução pronunciada entre profundidades menores de 
cravação. 
Na análise linear da velocidade no domínio da frequência verificou-se que o conteúdo em frequência 
induzido pela cravação da estaca diminui com o aumento da distância à zona de impacto do martelo. 
No entanto, observou-se que mesmo para pontos muito distanciados do local de cravação de estacas, 
ainda existe um conteúdo energético apreciável para frequências acima dos 50 Hz o que poderá 
provocar danos às estruturas. Constatou-se também que o conteúdo em frequência diminui à medida 
que aumenta a profundidade de cravação, assim é possível aumentar a frequência de cravação da 
estaca conforme esta vai sendo cravada, possibilitando tornar o processo mais célere.  
Ainda na análise linear, de forma a avaliar a influência da rigidez do solo na transmissão de vibrações 
devido ao processo de cravação de estacas, o mesmo cenário geotécnico com metade do módulo de 
elasticidade admitido nas análises anteriores. No estudo das deformações octaédricas verificou-se que 
o solo com metade da rigidez apresenta uma zona maior com deformações mais acentuadas. Tal facto 
deve-se à menor rigidez do solo, o que acarreta, naturalmente, maiores níveis de deformação.    
Observou-se que a velocidade das vibrações num solo com módulo de elasticidade menor é maior, no 
entanto propaga-se mais lentamente, devido à gama de deformações, no solo com menor rigidez, ser 
superior. 
Na análise no domínio da frequência, verificou-se que a estaca cravada para o solo com menor rigidez 
apresenta valores de velocidade das vibrações maiores para gamas de frequências entre os 20 Hz e os 
40 Hz sendo, por isso, uma situação mais gravosa para as estruturas.  
Na análise linear equivalente foram realizadas os mesmos estudos da análise linear, tendo-se 
comparado entre elas os resultados obtidos. 
No estudo das deformações octaédricas obtidas pela análise linear e pela análise linear equivalente 
observou-se há um aumento das deformações na zona mais próxima do local de cravação uma vez que 
o modelo numérico promove a redução da rigidez do solo nas zonas afetadas por menores níveis de 
deformação.  
O aumento do amortecimento e a redução da rigidez na zona adjacente ao local de cravação da estaca, 
na análise linear equivalente, leva a um aumento da velocidade das vibrações, no entanto faz com que 
estas se propaguem mais lentamente. À medida que a distância ao ponto de cravação aumenta, 
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verifica-se um maior decrescimento a velocidade nesta zona, motivado pela existência de um 
amortecimento maior, que induz, consequentemente, uma maior dissipação de energia.    
Por fim, na análise no domínio da frequência da velocidade vertical das vibrações obtida pela análise 
linear equivalente, verificou-se que a grande maioria do conteúdo em frequência desta análise situa-se 
abaixo dos 40 Hz, devido ao aumento do amortecimento material, que leva a uma forte atenuação dos 
níveis de vibração associados às frequências mais elevadas. Assim considera-se que os resultados 
obtidos pela análise linear equivalente são piores para as estruturas.  
Em suma, as características do solo são fundamentais no seu comportamento quando sujeito a 
vibrações induzidas pela cravação de estacas por impacto. A resistência do solo e a sua taxa de 
amortecimento material são os parâmetros que mais influenciam a sua resposta ao carregamento. 
Assim, é crucial uma correta definição destes parâmetros, através da realização de ensaios in situ, de 
forma a poder-se prever as vibrações inerentes ao processo de cravação de estacas. Também o 
conhecimento das propriedades da estaca e o tipo de martelo são fundamentais na previsão dos valores 
das vibrações, sendo que tanto o tipo de estaca, como o tipo de martelo devem ser cuidadosamente 
selecionados em função das condições do solo e do ambiente circundante da obra. 
Relativamente aos modelos de previsão das vibrações induzidas pela cravação de estacas por impacto 
conclui-se que na zona mais próxima do local de cravação das estacas, a análise linear não consegue 
traduzir corretamente o comportamento do solo, devido à gama de deformações nesta zona ser muito 
elevada. 
Salienta-se que devido à limitação do tempo para a realização desta dissertação, só foi possível realizar 
estudos para um cenário geotécnico com um único tipo de martelo, assumindo-se assim a necessidade 
de realização de mais estudos, com variáveis diferentes, de forma a confirmar as conclusões obtidas. 
 
6.2 PROPOSTAS PARA TRABALHOS FUTUROS 
Como desenvolvimentos futuros, sugere-se: 
 Realização de mais testes e uma otimização do código desenvolvido, de forma a ser possível 
definir tendências numéricas a partir dos resultados obtidos, e tornar o processo de introdução 
dados e obtenção de resultados mais célere;  
 Comparação dos resultados obtidos com medições realizadas in situ, podendo-se assim ter 
uma noção se os resultados obtidos estão a sobrestimar ou a subestimar os reais, e poder-se 
definir tendências numéricas entre eles; 
 Consideração da não linearidade do solo é fundamental na aproximação dos resultados 
numéricos aos resultados reais; 
 Consideração da interação solo  estrutura, de forma a prever os danos causados pelas 
vibrações na estrutura em diferentes níveis; 
 Melhoramento do código para a previsão das vibrações induzidas pelo processo de cravação 
de estacas por vibração. 
  




Vibrações induzidas pela cravação de estacas. Análise e modelação numérica 
 
   99 
REFERÊNCIAS BIBLIOGRÁFICAS 
 
1. Handy, R. and M. Spangler, Geotechnical engineering: soil and foundation principles and 
practice. 2007: McGraw Hill Professional. 
2. Athanasopoulos, G. and P. Pelekis, Ground vibrations from sheetpile driving in urban 
environment: measurements, analysis and effects on buildings and occupants. Soil dynamics 
and earthquake engineering, 2000. 19(5): p. 371-387. 
3. Athanasopoulos-Zekkos, A., R.D. Woods, and A. Grizi, Effect of Pile-Driving Induced 
Vibrations on Nearby Structures and Other Assets. 2013, University of Michigan: Michigan. 
4. de Matos Fernandes, M., Mecânica dos solos: conceitos e princípios fundamentais. 2006: 
FEUP edições. 
5. Santos, J.A.d., Rigidez dos solos em estados de pré-rotura, in Departamento de Engenharia 
Civil. 2011, Instituto Superior Técnico da Universidade Técnica de Lisboa,. 
6. Gomes Correia, A., Características de deformabilidade dos solos que interessam à 
funcionalidade das estruturas. Revista GEOTECNIA, 2004(100). 
7. Costa, P.M.B.A., Vibrações do sistema via-maciço induzidas por tráfego ferroviário: 
modelação numérica e validação experimental, in Depertamento de Engenharia Civil. 2012, 
Faculdade de Engenharia da Universidade do Porto: Porto. 
8. Deckner, F., Ground vibrations due to pile and sheet pile driving: influencing factors, 
predictions and measurements, in Department of Civil and Architectural Engineering. 2013, 
KTH, Royal Institute of Technology: Stockholm. p. 126. 
9. ThingLink. Science Project. 2015  [cited 2015 23-03-2015]; Available from: 
https://www.thinglink.com/scene/588356703364317184. 
10. Ribeiro, A.M.d.S., Aplicação de sensoresde fibras ópticas à observação do comportamento de 
obras geotécnicas, in Departamento de Ciências da Terra. 2009, Universidade Nova de 
Lisboa: Lisboa. 
11. Soares, S.M.d.C., Vibrações induzidas em edifícios sensíveis devidas ao tráfego rodoviário, in 
Departamento de Engenharia Civil. 2013, Faculdade de Engenharia da Universidade do 
Porto: Porto. 
12. dos Santos, C.A.N., Funções de impedância em solos estratificados. 2011, Universidade 
Federal do Rio de Janeiro: Rio de Janeiro. 
13. Athanasopoulos, G., P. Pelekis, and G. Anagnostopoulos, Effect of soil stiffness in the 
attenuation of Rayleigh-wave motions from field measurements. Soil Dynamics and 
Earthquake Engineering, 2000. 19(4): p. 277-288. 
14. Pereira, L.C.C.A.H.A., Amortecimento: classificação e métodos de determinação  2010, ATCP 
São Carlos - Brasil  
15. Masoumi, H., Numerical modeling of free field vibrations due to pile driving, in Departement 
Burgerlijke Bouwkunde. 2008, Katholieke Universiteit Leuven: Leuven. 
16. Pedro, P., Estacas cravadas, in Departamento de Engenharia Civil. 2006, Instituto Superior 
Técnico. 
17. Kei, C.S., Texto de consulta para revisão do diploma legal sobre o ruído ambiental, in Direção 
dos serviços de proteção ambiental. 2009: Macau. 
18. Piledrivershop. How a diesel hammer works. 2015  [cited 2015 25-06-2015]; Available from: 
http://www.piledrivershop.com/en-GB/16/technology/how-a-diesel-hammer-works.html. 
Vibrações induzidas pela cravação de estacas. Análise e modelação numérica 
 
100  
19. Wikipedia. Pile driver. 2015  [cited 2015 25-06-2015]; Available from: 
https://en.wikipedia.org/wiki/Pile_driver. 
20. Bois, M.d.A., Procedimento de Cravação de Estacas com Martelo Hidráulico. AEFUJ – 
Associação das Empresas de Fundação Usuárias Junttan, 2010. 
21. Engineering, U.o.L.-F.o.C.a.G. Structural systems: Offshore. 2000  [cited 2015 20-04-2015]; 
Available from: http://www.fgg.uni-lj.si/~/pmoze/ESDEP/master/wg15a/l0600.htm. 
22. Belejo, A.F.V., Análise Sísmica de Estruturas Porticadas Tridimensionais. Determinação da 
Interacção entre Esforços., in Departamento de Engenharia Civil. 2010, Universidade Nova 
Lisboa: Lisboa. 
23. Mendes, P.T.d.F., Análise dinâmica de uma estrutura: estudo numérico e experimental, in 
Departamento de Engenharia Civil. 2012, Instituto Superior de Engenharia de Lisboa: Lisboa. 
24. Viking, K., Vibro-driveability-a field study of vibratory driven sheet piles in non-cohesive soils. 
2002. 
25. Warrington, D.C., Vibratory and impact-vibration pile driving equipment. Vulcan Iron Works 
Inc, 1997. 
26. Rausche, F. Modeling of vibratory pile driving. in Proceedings of the international conference 
on vibratory pile driving and deep soil compaction. 2002. 
27. Caetano, E. and A. Cunha, Vibrações em Pavimentos. Recomendações Técnicas de Projeto 
e Documento Base, Comissão Europeia, Projeto HIVOSS, 2008. 2013. 
28. Rausche, F. Modeling of vibratory pile driving. 
29. Viking, K., THE VIBRATORY PILE INSTALLATION TECHNIQUE. 
30. Massarsch, K.R. Effects of vibratory compaction. in TransVib 2002–International Conference 
on Vibratory Pile Driving and Deep Soil Compaction. 2002. 
31. Dhatt, G., E. Lefrançois, and G. Touzot, Finite element method. 2012: John Wiley & Sons. 
32. Azevedo, Á.F., Método dos elementos finitos. Faculdade de Engenharia da Universidade do 
Porto, 2003. 1. 
33. Soares, O.F., Teoria do Sinal. 2000, Escola Superior de Tecnologia e Gestão: Bragança. 
34. Chopra, A.K., Dynamics of Structures: Theory and Applications to Earthquake Engineering. 
2001: Tsinghua University Press. 
35. Papoulis, A., The Fourier integral and its applications, ed. M.-H.E.S. Series. 2014, USA. 
36. Corrêa, M.R., O princípio dos trabalhos virtuais e a teoria das peças lineares. Universidade 
Nova de Lisboa, 2014. 
37. de Navarra, E.O.I., Cálculo de estructuras por el método de elementos finitos: análisis elástico 
lineal. 1992, Barcelona: Centro Internacional de Métodos Numéricos en Ingeniería. 
38. Manso, J.M.G.P., Aplicação de modelos bidimensionais ao estudo da geração e propagação 
de vibrações. 2011, Instituto Superio Técnico da Universidade Técnica de Lisboa: Lisboa. 
39. Johnson, S.G., Notes on perfectly matched layers (PMLs). Lecture notes, Massachusetts 
Institute of Technology, Massachusetts, 2008. 
40. Lopes, P., et al., Numerical Modeling of vibrations induced in tunnels: a 2.5 D FEM-PML 
approach. Traffic Induced Environmental Vibrations and Controls: Theory and Application, 
2013: p. 133-166. 
41. de Meireles, J.F.B., Análise dinâmica de estruturas por modelos de elementos finitos 
identificados experimentalmente, in Departamento de Engenharia Mecânica. 2007, 
Universidade do Minho: Guimarães. 
Vibrações induzidas pela cravação de estacas. Análise e modelação numérica 
 
   101 
42. Rodríguez, A.R., Propagación de ondas en medios continuos estratificados por el método 
indirecto de elementos de frontera. 2009, Escuela Superior de Ingeniería y Arquitectura: 
México. 
43. Santos, J., R. Gomes, and A. Antão. Aplicação de modelos lineares e elastoplásticos na 
análise dos efeitos locais da acção sísmica. in 8º Congresso Nacional de Geotecnia. 2002. 
44. Gazetas, G., Analysis of machine foundation vibrations: state of the art. International Journal 
of Soil Dynamics and Earthquake Engineering, 1983. 2(1): p. 2-42. 
45. Ishibashi, I. and X. Zhang, Unified dynamic shear moduli and damping patios of sand and 
clay. Soils and Foundation, 1993. 33(1): p. 182-191. 
 
 
